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En los Gltimos 15 afos, la estadistica matematica ha tenido
un fuerte desarrcollo y en particular el '" Analisis de dates ".

Bajo el nombre de Andlisis de datos se esconde una concep -
cién simple y relativamente nueva de la estadistica descriptiva
la cual, épcyéndose en una herramienta matemidtica puramente al-
gebraica, tiene por objeto describir, reducir, clasificar, obser
vaciones multidimensionales.

E] desarrollo de la informdtica y las computadoras en los
Gltimos 30 afros han hecho posible, no solamente la explotacién
riapida de datos numerosos, sino también ha ayudado al desarro-
llo de una gran cantidad de técnicas de tratamiento de datos,
tales como el anadlisis en componentes principales, el andlisis
de correspondencia, la clasificacidn automitica, etc, Estas
técnicas permiten descubrir en los fendmenos estudiados, as =
tructuras directamente visibles, que no eran evidentes en los
datos originales., En vista de lo anterier, surgié la necesi=
dad de introducir estas técnicas en Costa Rica,

Como primer paso nos dimos a la tarea de organizar el 1°
simposio de métodos estadisticos aplicados a las ciencias. No
solo con la idea de mostrar su importancia sino también de
mostrar que estos métodos se pueden utilizar en las discipllinas
m3s diversas y se pueden atacar los problemas m3s complejos,

En la exposiciédn hemos tratado de dejar en claro los aportes
que puede brindar el andlisis de datos, utilizando problemas
concretos de miltiple naturaleza: teledeteccidn. agronomfa ,
economTa, ecclagfa,'et:. Hemos introducido, por medio de e=

jemplos reales, los diferentes métodos, haciendo comentarios

sobre la interpretacifén de los resultados, teniendo en mente




la Idea de presentar de la manera mis clara el aspecto filosé-
fico y dejar en un segundo plano el aspecto matemdtico, para
la mejor comprensidn y apreciacidn de los métodos,

Mo queriendo dejar los mé&todos en un planoc puramente in=-
tuitivo, hemos presentado al principio'de cada tema abordado
un resumen de los resultados teéricos mis importantes.

El Ie:tn; podrd sin ninguna dificu!tld,:paslr directa =
mente a los ejemplos, Los que deseen p?nfundl:ar mis :ubrg
algin tema pueden consultar los trabajos citados en la biblio

graffa,

El contenido cientifico de este documento corresponde a las exposiciones
presentadas por J. Badia, Director del Laboratorio de Biometria del INRA
en Tolouse, Francia y Y. Bchektman, responsable cinet{fico del Centro
de Aplicacion de la Estad{stica de la Universidad Paul Sabatier, Toulou
se, Francia, en el Primer Simposio de Métdos Estad{sticos Aplicados a
las Ciencias.

Este documento ha sido redactado con la colaboracion de J., Poltronieri,
Profesor de la Escuela de Matemdtica de la Universidad de Costa Rica.

Agradecemos la colaboracidn brindada por el Prof. Bernardo Montero B.

Comité organizador.
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En esta exposicion de métodos estadisticos consideraremos
A icamente  cuadros de datos rectangulares, en los cuales
- 1as filas serdn consideradas como los individuos de una
poblacidn
- las columnas serdn consideradas como las distintas carac

terizaciones que se tienen sobre los individuos (variables).

P variables

o ——
1
0 Aindividuos I una {ifa ecaracteniza
L _ 0 o eun individue
|
I
i
|
|

T— t-ng columna caracteniza

una vaniabfe,

.Por supuesto que hay varios tipos de estos ruadros sealn la

naturalsza de las variahles. De este modo ver = 3 lescribir los
cuadrec.mBs-corrientes.y. las.tipos de apdliai- «so l=2dos, seaun
is= preguntas pianteadas., Asf podemos encecr.-ar verias criterias

da #iferenciacion de cuadros de datos.

L = ERITERIZS DE D!FEEE?CIﬁCEUH { 4)

e seaiin los valores de los datos

Lcs valores aue se le pueden asociar 2 log individuos para
una mi=wma variablz pueden ser:
- continucs ( E R ) & cuantitativos
- disciretos pero ordenados { & H )
- T i d { i f id 1"‘:' }
cyalitativos pero sin orden (coior, Torma, partido politico
- =uslitativos tinarios o indicadores. Existen solo dos alter

nativas: {si, no),(blanco, negra),(recto curvo), etc...



|

En el conjunto de las variahles podemos distinguir cuatro

clase de variables oue llamaremos:

= explicativas ( o factores o independientes)

a explicar ( o dependientes)

concomitantes ( o covariables)

instrumentales

1-2, Segin la estructura del conjunto de individuos

El caso mas sencillo es que los individuos sean de una mii
ma muestra y que la observacidon de uno (en un sentido estadisti
co) sea la repeticidn de la observacién de otro, Pero puede su
ceder que la muestra sea estratificada segdn una clasificacién,

o mds generalmente seqgin varias clasificaciones,

AndfLisis en
componentesd

pninciuaﬂcé
Todos Los Lnddi
=T

viduos son de
una nisdma mues

Andfisis de vardianza
univahiabte o mulli-
variabfe,

La muestra estd
esthatificada se
i qin varias ecla-

tha, siflcaciones
s |
Es de nota, nue las estratificaciones pud! treducirse a
ur ~isrema binario. Cada variable binaria zaraCteciza un gru-
ge d= estratificacidn: a un individuo le ce: 2spona= un 1 si
sZ-kanaze a un qrupo, v un O an caso contrafc:o,
rasrmlo
Censideranmns 10 individuns repartidos en 3 grupos A, B, C
i
YV, recresentars el crupo A
i
4
v, IZpresentara =zl crupo B
'|-.d " ]
V. cepresentars el grupo O
1r o -
4 V., V
il ° 0
|« 1 C o
L 1 o) 0
4 o 1 0
N 5 O 1 0
j& G ] 9]
e s C 1 i
P o] 1 8]
o s 0 1
1S 4] 8] t




i T *, E k .
I-3. Secun la estructuracion del conjunto de variables

- . bt = - -
Ll casc mas sencillo es que todas las variables sirvan unicamente

para caracterizar a los individuos. Puede ocurrir sin embargo, que una variable

tenga especial interés si se busca, por ejemplo,predecirla a partir de las daﬁs.

O que las variables provengan de varics origenes, y se quiere caracterizar las

relaciones cue se tienen entre ellas;, indemendencia, Y en caso de dependencia,

saber que tipo de dependencia existe.

Teday das
varLianie § Ae- |
VEeH winicameit,
LA CaNAC L2 Li - 1

i f.i.'h_ LG L -

il T

andc {548 2n
empeiiinges !
LLLHC LAk 28 !

b - = s

Las varcabdes ne

ina transfcrmacicn de

tipo binaric conduce a este casc.

teenein ol mosme
Gte e s

canalisis disewd-

minanta

Landd L3y de con-
'LE.!I:.'L'r!dQ-F:I:m
cand’ (s (s de tegre-
sLCH

varizkbles de tipo cualitative en variables de

. 5 - . M o
2jemple si los —ratajadcrss de unz -ecion se caracterizan segun

1 - Tipo de trabadjo
I : industrial
R : rural
(18 cormersial
Ci OLIos cascs
2 = 3ex0
M : masculing
F : femenino

3 - Nivel e ingraso anual

-
4

b Ba

infericr a 30.C0C colones
entre 30,000 v izC.000 -ziones

supericr a :150.000 coicres



El cuadro inicial para 10 perscnas podria ser :

vl vk U3
1 1L M 1
2 I M 1
3 R M 2
4 C F 1
5 Cc M 2
6 I F 1
7 I M 2
8 R M 1
9 o M 3
10 I M 2

Después de la transformacién, el cuadro tiene cada variable
inicial representadacon tantas wariables binarias como clases tenia

e %o v

IRCD M F et
=G D I o 100
2 1000 1550 100
== 0100 = 010
4 010 0 1 100
5 o010 i@ 010
B 1 00C o 1 100
7 10CO 1 O G
8 ClcoO T 100
9 001 1 4 001
10 1 &0 0 L= 010
IT - DISTINTCS ANALIZIS ESTADISTICCES

Casl todos los métodos que consideramos son lfneales, lo
que explica que se puede pasar de uno a otro en el plano mate
matico, Pero no desde el punto de vista de interpretacidn de

resultados.



Ne hay ninguna estructuracidn a prieri de los individuos
( Se trata de estructurar mediante repre

las variables,.

o de
La varia=-

conjunto de los individuos,

sentacienes grafica al
lo menocs de tipeo ordenado,

bles deben ser continuas o por

II=-2, lnallsla de varianza multivariable

Las variables son solamente un soporte para caracterizar a los
individuos. BAcui los individuos llevan una estructura gue puede ir de las
mds sencilla (un factor) a las mds complicada (disefios experimentales
ortogonales) . El objetivo es wverificar si esa estructura tiene resonancia
a priori en los valores de las variables. Las variables deben ser continuas.

II-3. Analls;b“:gqgggggg_gg
Las variables son continuas y agrupadas en dos subcrupos : las

variables a explicar y las variables explicativas. Se trata de predecir
unas en funcion de las otras. £l caso es bien conocido cuando hay una sola

variable a explicar.
v analisis de correscondencias

II-4. 2ndlisiz discrininante
Estos tipos de analisis serdn tratados pero camo casos particulares
del andlisis en componentes principales. Alaunos aspectos del andlisis dis-
criminante seran presentados en 2l cuadro del anilisis de varianza multi-
variable. De la misma manera veremos gue el anilisis de covarianza no es
diferente en su filosdfia del anfl:sis de varianza.

SCBEZE EL ANALISIS DE DATOS

= GENERALIDADES SCEZE

En el analisis de datos el emplec de métricas ¥ de representaciones
cuadros de

uecmet..icas es furndamerta! para poder analizar y describir los
forma siguiente :

datos de n filas v p columas de la

cuef naw

(1) En el modelo clisico




Kypreeeee xl] ...... xlp
AL A i ssnmas
1 i
¥ = 1 _ j rJ-P
...... X srrsas XK
nl nj an

Si consideramos las filas de X, el individuo i puede ser representado
Por sus coordenadas txn,..., xip} en un espacio de p dimensiones (una por variable)
El conjunto de individuos constituye una "nube", denotadaM de n individuos en un
espacio de p dimensiones cue llamaremos espacio de individuos y que notaremos E.

En el caso p = J esta nube es la nibe cla[sica utilizada para estudiar

las relaciones entre tres variakles. b eje 3
B

E : espacic de individuos p dimensional) ~ %

W : mube de n wuntos ":‘F'

I

Il punto «— 1 individuo !

l eje o—el variakle £

e-= |1
De la misma manera si consideramos las columas de X, podemos -onstr.ir
una nube de p puntos en un espacic n dimensiocnal que llamaremos espacic de las
variables y que notaremos F. h eje 3

F : espacio de variables (n dimensicnal) _ P eje 4

N : nube de p suntos

l pinto e—] variarie

>eie 2 /

“-. v v L] & - A 3. - .
En analisis lineal, las proximidades son medidas a partir de distancias

leje =——] indi.duc
aja |

eje n

euclidea-ss.
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Fara la descr:i.pciclm de una nube de puntos, su forma y las nosiciones de
los puntos, necesitamos la definicion de una distancia (i.e. una métrica). Es decir
es necesario que la frase : "el individuo i esta pr:::x.i.m al individuo i'"tenga un
gentido, el cual Esté dado por la manera de definir dicha distancia. De igual manera
se hace necesario definir la proximidad entre dos caracteres.

En resumen es la naturaleza y organizac:ién del conjunto de caracteres
que permite la distincicn entre las técnicas. Antes de dar una clasificacién
haremos algunas observaciones que permiten precisar en qué, caracteres e indivi-

duos difieren en realidad en la concepcién del estadistico: dado

que en el aspecto puramente matemidtico juegan roles simétricos.

Todas las técnicas de analisis de datos tendientes a la descripcidn
se pueden clasificar'® considerando :

- Por un lado : las tecnicas donde el objeto prinecipal es describir
un conjunto de individuos fningﬁn caracter juega un rol particular) ;

- Por el otro : las técnicas donde el objetivo principal es describir
las relaciones entre los caracteres.

s
Las primeras tecnicas permiten un primer contacto particularmente eficaz
con los datos. Ellas tienen por cbjetivo principal clasificar los individuos
en grupos homogereos.

#
Cuando se¢ utilizan las otras tecnicas, se tienen por lo general objetives
’ £ : i x
mas precios (preveer, hacer dlagnéstlc::-s, ete) sobre el problema tratado.

CIASTFICATION DE INDIVIDUOS
TECNICA | NATURALEZA DE LOS CARACTERES
Anélisis en cor cnentes princi- p cuantitativwas
pales |
Analisis factori:l de una tabla i+ indiferente
de distancias (1) i

_4.+lr"l-i-+

(1) desde un punto de vista clésico

e



PARTE 7

ESTADISTICA

DESCRIPTIVA

( ANALISIS LINEAL DE DATOS MULTIDIREASIONALES)




____________ DESCRIPCION DE RELACIONES DE CARACTERES !
NATURALEZA oE LOS CARACTERES
e - - —= se—_——
TET N IeEeA S GRLPO I (eventualmente GRUPO II (eventualmente
variables a explicar variables explicativas)
?— r % — —]
regresion multi_ le| | cuantitativa p cuantitativas
analisis de varion- . :
e 1 cuantitativa p cualitativas
=
e o R _ B : )
aqallsya de cova 1 cuantitativa , Py cuantitativas
rianza > cualitativas
analisis f i
isis factorial | ) pajitativa 1 cualitativa
de corresponcanclas
anélisis canénicsil] g cuantitativas p cuantitativas
Chst : & R
EnalisisstacioraL g cuantitativas 1 cualitativa
discriminants |
anilisis de varian- : :
mal 24 ] c ilyd l.otati
e e g cuantitativas p cual.tativas
analisis de —cva- | p, cuantitativas
rianza multiiimen- g cuantitativas g L : :
; : p, cualitativas
sicnal 2

(1) Este andlisis no fue tratado directamente desde un punto de
vista general en el coloquio. Paro se puede mostrarque el

an3lisis discriminante v el an3lisis de correspondencia son

casos particulares de éste.




En esta seccidn daremos una presentacidén rapida de los métodos;
se hard desde un punto de vista tedrico y no se harin demostraciones.

Dentro de los métodos de tratamiento de datos, veremos esshe 12 1mente
el anilisis en camponentes principales, dado que se ha demostrado que los otros
métodos se pueden considerar camo casos particulares de éste,

Vamos a empezar ccn algunas generalidades (desde un punto de vista
que usualmente se admite).

I - GENERALIDADES

En el seguiente cuadro representamos un aspecto del cbjetivo que
- se persigue al investigar un problema dado :

problema de invesi:igac ion
RESULTADO

estadistica descriptiva

cbservaciones o datos = RESIT EN
{criterios)

o
| ACCICN

s DEEgSIEl‘l
(

La primera fase : investigacién del problema, que cubre toda une
discusidn sobre el fendmeno

La sugunda fase : reccleccich de datos u observaciones. Es en esta
fase que la estadistica entra en accién para sacar resumenes de los cuales se
pueden hacer decisicones.




Nosotros entenderemos por resumir, tres tipos de representaciones :

MEDIA

ICES é ““le "”*ZA

I‘-B:TDIR
o ST
— E
£] x 3 £

MGRUPAR 2 X

DATOS "

i) Medir con indices

Consiste en describir los datos haciendo uaso de pEIIaIFEt.I‘.‘DS" media,
varianza, coeficiente de correlacicr., etec...

Medir con factores

Consiste en la descripcion de les datos haciendo usc de los factores
orincipales, discriminantes, etc...

s , - L
1i) Confeccion de graficcs

Consiste en describir los datos por medio de histogramas,o bien con

graficos con lo cual se sueder ver las proximidades entre les datcs

1ii) Agrupacidn de datos

Consiste en agrupar los datos con caracteristicas parecidas.
#
}'-a:;uf consideraremos solo medidas c-n factores vy graficos.

II - MEDIDAS CON FACTORES

Un 2jemple : Supongamos que tratamos de medir una actitud de los indi-
viduos. Dadc fue la "actit.d" no es un fenfmenc obse ervable, v que es un fendmeno

variable, el investigator nace uwso de prequntas. Claro esta gue las respuestas

. Son directamente cbservitiss. En este caso se necesita redir con factores .

Ho o Do



" e
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ACTTTUD : fendmeno no cbservable
fencmeno variable

L——» madidas con factores

RESPUESTAS a las prequntas : son
cbservables

NOTA : Es importante decir que antes de hacer cualquier tratamiento de datos
(por ejemplo un procedimiento de clasificacidn) es Gtil suministrar medidas
con factores.

III - DOS GRANDES PAMILIAS DE MEDIDAS CON FACTORES

Contexto del fenfmeno : Datos cbservados
a medir L
| Cuadro de datos
1
1 Medida con factores -— . Varianzas
PRINCIPALES l
[, 2 Medida con factores - » | Correlaciones

comunes y especificos

La primera familia de medidas con factores (factores orincipales)
hace uso de las varianzas (es la nocion de base), las cuales se obtienen del
cuadro de datos. Las correlaciones de las variables a su vez se utilizan en la

medida con factores caommes y especificos.

Una critica que se hace a estas familias de medidas con factores es :

’ r - r ] ] - s
-de una manera clasica el contexto del fenameno no es utilizado para la medida

cun factores principales ;

- medir con factores camnes v espec{:’iccs no es el objetivo primero del modelc
Ma—és la manera de cdmo se atiliza =1 contexto del fené-renc:. para las medidas
no 25 satisfactorio.

7
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IV = PROPOSICION DE UNA TERCERA FAMILIA

En ciertos caso,el investigator en ciencias sociales se encuentra
que los resultados son diffciles de interpretar, porgue el contexto en el que
se obtuvieron no ha sido suficientamente definido.

Dados estos resultados se ha hecho necesario estudiar el problema
para volver a definir las bases EPISTEMOLOGICAS de las medidas de la tercera
familia (y que contenga la primera).

CONTEXTO DEL FENOMENO
A MEDIR

VARTABLES INS- VARIAEIES EXFLICA-
HIPOTESIS
TRIHENTALES TIVAS O A EXELICAR

1

MEDIDA CON FACTORES PRINCIPALES BAJO RESTRICCICNES

PRINCTIPIOS

a) Sabiendo la existencia del indeterminismo del fendmeno observado (que se

traduce en ignorancia del fendmeno), se hace imperativo que 1 hombre tenga
que contentarse con cbservar las variaciones del fendmeno que se estudia. Esto
(1)

exige que se respete (lo mejor possible) las variaciones {(varianzas) .

b} En general se puede decir que : "el gue no§ sabe lo que busca, no ve lo que
encuentra". Teniendc en ~ente estc, es necesario definir hipdtesis a priori

sobre las caracteristicas que se quieren para las medidas con factores. De este
modo tenemos que : "cualiuier medida con factores toma un siomificado solamente

o n N W - . :
cuando esta e acuerdc con un sistema de hipotesis emitidas a priori”-

(1) Es importante notar Jue elestudio de estas variaciones aportan conocimientos
interesantes scbre 2l fendmeno estudiado en el casoc que se efectue una buena
escogencia de las variables v eventualmente un codificacion de estas.
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¢) Toda medida con factores tama una significacidn real, solamente cuando es
sacada de las relaciones existentes entre varios campos semdnticos (este es
el punto de vista de la escuela estructuralista).

V - IN EJEMPLO REAL (en camponentes principales con restricciones).

“roblema

o e e e .

Pretendemos estudiar la representacién de la cultura en una sociedad
determinada. Sabemos que dicha representacion estf relacionada con la practica
de la cultura, el estatus social v la historia del individuo.

Representacidn de la Cultura (IRD)

i 1
LAS VARIABLES OBSERVADAS Prdctica de la Cultura (IEC)
SON INDICADORES (1) Estatus Social (IES)
Historia del Individuo {IHI)

OCONTEXTO DE LAS MEDIDAS CON FACTORES

De una manera simple poderos definir el contexto diciendo que queremos
tener medidas de la representacich de la cultura :
1 = que dependan :

de las correlaciones entre IRC y IPC
de las correlacicnes entre IRC v IHI

2 = gque no dependan .
de las correlaciones entre IPC v IHT
de las correlaciones internas de laos IRC, TPC v IHI
del efecto de las IES

7,

En este ejemplo hay cuatro campos semanticos. Las variables de los

[
campos IPC, IES v IHI son instrumentales + las restricciones 1 Y 2 son hipotesis
a priori sobre las caracteristicas due Se quieren para las medidas con factores.

En el dominio de este celoquio no tratarercs problema de esta comple ji-
dad ; nos limitaremos a los modelos cldsicos del anilisis de datos.

ey awts

(1) Variables de tipo cualitatin a dos moda” dades de respuesta : presencia o
3 s =11 - By A -l"l 1]

ausencia de una "calidad". Por ejerplo :"Lee usted novelas policiacas", las dos

modalidades son SI o NO.
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A - LAS BASES MATEMATICAS

I - INTRODUCCION

Los métodos de andlisis de datos tienen camo proposito proporcionar
representaciores sintéticas de una tabla de datos numéricos. Asi, el andlisis
en factores principales permite cbtener un resimen descriptivo (bajo forma
grifica) de un conjunto de n cbservaciones de p dimensiones (una dimension por
variable) . De este modo se dispone de una tabla rectangular de valores mumericos :

b n'__ —
x'i‘ ol el -
1 o Tt T .
= ) 3 = ]
xp:m = x{ ..... xi ..... xij_l -
In " :
2 L Al 2
<7 Hi xn

- 1a 59 _jumna de X, x, simboliza el individuo i

. e » i
- la j&smﬂl linea de X, % simboliza el caracter j (o variable)

Se quiere representar, en la medida de lo posible, estos datos en un
espacio de dimensicn pequefia, con wna pérdida minima de informacifn.

II - ESPACIO DE UNIDADES ESTADISTICAS (INDIVIDUOS - OBSERVACIONES)
]
El vector x; = | simboliza en E = R el individuo i, sobte el

cual se han medido '{E p variables o caracteres : E es el espacio

de’individuos. Estos se representan por una nube ! de n puntos, si es que se

tienen n individuos.




Si en (E,M) se escoge la base ca:ﬁniﬂa{eji j=1,...,p} el vector
xiaere.grasmta por :

ylamtriz)ise'p.ndeda‘ntarpor 8
X= {xl__,..., xn}

III - ESPECIO DE VARIABLES (CARACTERES) 2
3

Elmt.c-rxj= ] simboliza en F = R el caracter j, el cual
se ha medido scbre n *n individuos ; F es el espacio de caracteres.
Estassempresmtanparmanubevdepgmtas.ﬁientf,mseesc:ogelabase
canfnica ifi|i=1,...,n’relvectnrxjserepres&ntapcr:

n .
= £1 "i ty :

y la matriz %X (transpuesta de X) se puede denotar por : e ()

IV - MATRICES DE VARIANZA Y DE CORRELACION

Los elementos de la nube | se proveen de los pesos pl-,o (i=1,...,n)
. tales que :



-

iy }‘El
=ty lnepe Lo ERT e :
izl Pj. l = mp = .

e

donde g eselw.-ectortalqu.tetj= R y'portantcelcmtmde._
gravedad tiene camo coordenadas la media de cada una de las variables x3[j=1,...,p}.

Si colocamos el origen de E en el centro de gravedad g es equivalente
a centrar los caracteres i.e.

;Lj=Epixi B BT o

La matriz de varianza y de correlacidn asociadas a la muestra son
las matrices simeétricas siquientes :

vll ..... A le
v ==
=P
L P v
pl PP
1 S EEEEE rl? -‘
P = 1 i
T 1
rpl ......... L -'t
- = i 3 ZF F . 3 m— ’ ] =J
iﬁ.g-vij-rxm{x,;-:} = ill-lk(xl"' X }uck*,c}
. : i
s 1 Vo o TGRS
ri- = LC]‘.'].'L ’ X } - "".-r—‘— T ST
J War(x"), Var{x-)

Notemos que los caracteres =stan centrados , i.e.

XD X
b

R= Dl;': v g],;’;

o
n

om :'Jl 78 la matriz diagonal de inversos de las desviacicnes estandar. De ahora
(]

en adelante la tabla X de datos se considerard centrada, 2s decir que las

Variables xJ estin centradas.




v - LAS APLICACIONES FUNDAMENTALES

Hemos considerado :
- En E la base canfnica f{e, ,..., Epj

1
- En I la base canénica {fl,..., fn}

As{ pues consideraremos :
»

{ Ko, { Sae,
En E* la base dual e],..os ) ¢ de (e e}
- En F* la base dual f’ff" T [ g 1
I 1 n
de modo que :
x = &
e {ej]' 13
f;{fj1=aij
. * A,
i.e. Ej I[:-:i} xi
By )
£ () = x]

Consideraremos las aplicacicnes :

Xt FE g, v i, F
fi!_':{i Ej-—r Kj

As{ definidas las aplicacicnes X v t}( tienen como matrices asociadas
las tablas X v tK respectivamente.

VI -METRICAS EN E y [

Para describir los individuos ;s @S necesaric "precisar" la nocidn
de proximidad entre individucs.

J

Igualmente, para describir los caracteres x° es necesario definir la

proximidad entre dos caracteres.

N
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En anflisis lineal las proximidades se miden con distancias euclideanas,
por lo que :

- para medir proximidad entre individuos, se provee al espacio de
individuos E de una métrica euclideana M,

' - para medir la proximidad entre caracteres y juzgar de su colinea-
kdad, se provee el espacio de caracteres F de la métrica N .

Recordemos que una métrica euclideana Q sobre un espacio vectorial E
de dimensién k es tal que :

Dﬁmaa.plicaci&ideEernR+: (%,v) .ﬁtm.

Notaremos Q(x,v) = txi‘&'

(1) Q es simétrica : Q(x,y) = Q(v,x)

(2) Q es bilineal Q(x + 8y , z) = \(x,2) + &0(y,z)

Il

Q(x, ay + 8z) aQ(x,y) + 8Q(x,z)
{3) Q es definida 9 (x,%).=0&=px =0

(4) 0Q es positiva X # O¢=gpQ(x,x) > O

I‘,Fdéfine i

I

. un producto escalar : Q(x,y) x Qy es el producto escalar de x e y

» na norma euclideana: = x| | YO (x,x) es la 9 norma del vector x

Q

. una distancia euclideana : 4 (x,y) =| x-y| 9 es la Q distancia entre x e y

. ina ortoganalidad : Q(x,y) = tx Qv =CerxX s 0 ortogonal a ve—p % Q"Ly.
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Notemos que Q se utiliza como aplicacidn y como matriz de tal forma
Q= {qij}, donde %s = Qley, ejl

es la matriz de Q en la base {el,..., ep} g

AdarésteuniteasociaratadnvectnerEmfomalhﬂ&le
definida as{ :
Qx:E—-nR

y —»Q(x%,y)

pnrloquethE*

Si denotamos ¢ la aplicacidn tal que :

i
x-—-qux
x *

Yy si consideramos en E* la base dual {el,..., ep }

la matriz asociada a ¢ es Q, i.e. :

Eoia® EX
X 8] *th
X

de modo que Q (v) = “x gy

VII - FORMAS BILINEALES INDUCIDAS

VII-1. Sobre F* por medio de M vfala aplicacidn X

Nos interesamos en definir scbre F~ una forma bilineal W tal que
] L i =z /] i | =|1 —
|ff ftlw = X{f:j :{ff:h}in M ilxl xi'IHH

S
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2si tenemos envirtuide la forma bilineal M :

¢ P ¢
Mix,,x,,) = x, Mx,, = f‘: txm:ff.- f: e

i.e. w=txmx

VII-2. Scbre EX por medio de N via la aplicacion tx

Igualmente nuestro interés es definir sobre E- una forma bilineal
V tal que :

: oy
lef = e¥11 =11 @) - el iy =11 - )|

v N

Asi tenemos en virtudde la forma bilineal N :
o : £
NG, ) =8I nd = tej, KNtXEj =tej, Ve,

i.e. V=xN X

VII-3. El esquema de dualidad

El esquema siguiente describe las relaciones ent.e los diferentes
espacios considerados :

i L P
i
‘!JI‘; W N
L
Et F (esquema d= Aualidad)
de modo que
—W=tXMX
-V=XN X

VIiII - METRICA DE PESCS - FORMA CUADRATICA DE INERCIA

Los caracteres x’ se consideran centrados, i.e. el centro de gravedad de

—

M cecincide con el origen de E, §=10 .




=)=

EienFsemwsideralanétricadepesosﬂszseda:mequa:
: Dp ( £ fk} =0 i#k
2
=| £, || = p,
. D, x*, ¥)) = cov (x5, x)

o
%
]
I
i
(]
i

Ccm:ﬂ.-'=xnptx se tiene que :

V{e:, a;‘} = DP {xi, :-:J} = cov {xi, x

V{e;.‘} =D ] (x7) = Var (x9)

: * : 5
0 sea Jque la matriz de V en la base {El""' e:} es la matriz de varianza-
covarianza de los caracteres x-. p
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B - ANALISIS EN COMPONENTES (FACTORES) PRINCIPALES

I - INTRODUCCION

Si el ojo pudiera ver en p dimensiones (p > 3) la clasificacifn de
individuos no presentaria ningfinproblema y la distancia entre individuos seria
la longitud del segmento que los une. As{ considerando una base M - ortonormada
es necesario adoptar una representacidn cartesiana de E, procediendo de la
Siguiente manera :

Consideramos una aplicacién lineal T tal que M = °T T i.e.

T

E— s E

M l l I Z =T (i=1,...,n)
G P L
y la nube T(M) = {zil i=1,...n} seria la representacidn . '| en un espacio

euclideo con 1la métrica clisica i.e.

]I , - l = | - I i i
.le xj |Jf‘1 'lzi zj I Hlf]
P

Pero el ojo no puede ver en un espacio a p di/rmsicaes (p > 3). Asi
si gueremos ver las proximidades, se busca una represent:icion suclideana mas
simpie en un subespacio El-i'_' E.

Para la representacitn euclidea mas simple de E utilizaremos criterios
ée "proximidad®. Nos prequntaremos :
1 -;cull es el punto de E més proximo a 1a nube Y ? ; la nube se concentra en
ese punto 7
2 -; cull es la recta principal mas proxima de !l ?; la nube se sita en esta
recta ?
2 cual es el plano principal mas proximo de M ?; la nube se sitla en este
plano ?
eto...
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Para responder a estas preguntas es necesario definir un fndice
que mida la proximidad :

- de la nube ¥ y de un punto de E, v mis generalmente

= de la nube Y y de su subesespacio de E.

IT - INERCIA.

Inercia en un punto :

La "proximidad" (inercia) de un punto"a" a la mube M la definimos

con el indice siguiente llamada la inercia de M con respecto el punto a
n

2
Tl Don il azasl
=) i i} M
Desarollando esta expresidn tenemos que :

|2

I = Ig +§;a;,b, (Teorema de Huygens)

a

donde T = T es el centro de gravedad de la nube M .ﬁsitena‘rnsquelaes
miniro cuando'a''coincide con el centro de gravedad.

Otra expresidn de Ig que se puede cbtener utilizando la metrica M es :

I = traza (VM)
g

Inercia con respecto a un subespacio vectorial (s.e.v )

Sea Hun s.e.v. de E v sea H 2l s.e.v. suplementario Y ortogonal a H

i.e.
= 4
E=HeH
Sabemos que :
i
= a, + § 1 2.6 H; 8,e H
X, i i ©on o€ € H
La cantidad :
|| — :. HE 4
S Rt ™ S ny
mide la proximidad dei puntc x, al s.e.v H.
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Para medir la proximidad de la nube M v del s.e.v H se utiliza

el indice :
n

2 4 (12
IH=1£1 P‘ini_ﬂi”H =i£1 piHEil[M
por lo que : f :
< 2 -
= bl | , :
IH‘ i=1 i Lot o xli ! ./j
- M QHQ-QIH=

III - DETERMINACION DEL PRIMER EJE PRINCIPAL -PROPIEDADES - DEFINICICNES

Para la determinacicn del primer eje principal, se pretende encontrar
un vector u de norma 1 tal que el s.e.v a (recta de vector director u) sea
de inercia mfnima, es decir, Iiuseaminma

Dado que I +Ial- mininuzar I, ©5 equivalente a maximizar

I, mlamﬁ.tci&ideque.ul

[b] 'H
Una expresidn para'Ilt, cuando u &s M normado

Iy =MVM (u,u)

por 1o que tenemos que maximizar la forma cuadratica M V M (u. u) cuando| | |M = 1.
El sistema se escribe, utilizando multiplicadores de Lagrange, asi :
maximizar (1) L= uM VM - 3 (%u Ma - 1)

Derivando cbtenemos que :
VM~ 2xu=0
por 1o que u es un vector proprio de WM, es decir WWu =

Sustituyendo en (1) obtenencs que :
L=12%mn Fl .xtu:flu +. = 0
por lo que | es maximo cuande : es el valor propric mas grande de VM.

En resumen tenemos que : el primer eje principal es el eje LY en-endra-
do por u,, vector proprio M normade de "M asociado al mds arande valor proprio
F 1 prot Jr:

Jl.l.




—-25=

Al primer eje principal en E esta asociado :

—emE’laprirrerafomali:mlprincipa.l:vl=r-ml

= en F la primera camponente (o factor) principal :

cl=th1=tXHu1

P.siseveque1ﬁsvaloresab5¢lutnsdelasmﬂmaﬂasdelvectarcl,m

la base canénica de F, smlasmmsdelaprcyemiénhlortagmaldehsv&:tnres
{xl,..., X }scbre bu, .

Tenemos las propriedades siguientes :

et ot A | Lo Ph e |
c T, = Uy MM, = V) Vo= {c]::-P{c} Hvl;tv—llt-nnp—xl

cl

t
1 donde W= X MX

1
. WD =1
p{c]

IV - DETERMINACION DE LOS PLANOS PRINCIPALES - FPROPIEDADES- DEFINICIONES

En la determinaciéndel plano principal H debemos encontrar el{ljeje
Ay engendrado por el vector u que maximiza :

Ipu =MVM (u,u)

. bajo las restricciones : | 31= M{u,u) =1
M{u,ull' =
El sistema se escribe :
t . = tH
(2) L = uMVMi-i({uMu=-1 - g{u ul}

De este modo cbtenemos :
‘-.r'Mu*‘~Mu—3r-!ul=O
tuf-!u=1

t
ulbiu-o

(1) Se supone que no hav valor propio multizle. En el caso general puede

monstrar que un planc nrincipal H contiene necesariamente un eje principal a5
1



D

Sededw::eqmB=quueVMu=lumlarestricci&tultﬁu=0
por lo tanto u es el vector proprio u2detmdasociadaalsegurﬂovalor
prcpriomésgrafdalz-

i.e. ?Hu2=,12u2

t e
'I.'I.ZMU.].-_D

El plano principal es el s.e.v. de E : H =ﬁul@au2

Al sequndoc eje principal esta asociado u :
—mE*lasegmﬂafnrmalinealprincipal:v

o S
- en F la segunda componente (o factor) principal :
C2 = e X vz = tx M U.2
Se pusde monstrar :
t t e 2 12 2,2 .
et s D
. WDP ':C ) = «zc
- Lp= Ay + A, . = inercia de la proveccidn vz .21 de la nube

M scbre el subespacio H ¢.i respecto SU centum Ao
gravedad
Procediendo de la misma manera : el s.e.v principal H de dimension k
de inercia mfnima, es el s.e.v engendrado por los k primeros ejes principales :
fu, , by, ..., .:*.uk ; donde fu, es el eje engendrado por el vector proprio M

normado u, de W  asociado al i®*° valor proprio mas grande i,, i.e.

e




BissTaty, principal H=A 9 4 @ .,.0 4 .

A los vectores Uy corresponden :

- en E* las formas lineales principales : ME= M uj 1m] 524 suak

- en F Tlas componentes (o factores) principales :

c1 = tx vi = tx M uj i=1,2,....k

Se puede mostrar,

. . &0 % > i) e A"
« LA, = US AWM U = v ulevy ¢ Dp ey =dw:] =|e ID A 75
i v p
K "
. IHL — ' li = inercia de la proyeccion M-ortogonale de 1a nube M sobre
i=1 H, con respecto su centro de gravddad.
s W Dp ¢! = Ii ! TRds ok
s A X A
& . T
o gyl

s Mg H <= ]

] II -
H 3 [ <= EFT?HT <1 MeH e EFT?HT =1 . -

k .
* La cantitad = As [/ otr(VM) es el pnrcenta?e de inercia explicado por el
i=1 -
subespacio H, y mide la “cantidad de information" conservado en la proyecciﬁn

M urtngonalg de la nube M sobre el subespacio H,

V - PROPRIEDADES DE LAS COMPONENTES (FACTORES) PRINCIPALES

Las componentes princinales ¢' son centradas y de varianza li -

=1 i ! i
« C = EI Ij.{."_' = E i G :G
P( 4 i=1 pJ J
. Var (c") ] 1;2 _E
D i
b
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P g
. } Var (¢ =tr(v) =1

i=1 d

.p[ci,cj}=0 i#jdmﬂe:eselmeficientedemrmlaci&lde

cty .
Nota : es interesante de notar que
. Var{xj] = E Ay {ui}z
i=1
ey A {ugjz p
. f{xj. =i ey — = proporcidn de la varianza de x- explicada

Var (x)) por e

VI - DESCRIPCION DE LA NUBE DE INDIVIDUOS

Iacalidaddelarepresmtacimdem;mnmxisobreelplam
principal se mide por la camparacion de las normas

o 2 ’l P 2 9
iixi” = jz H‘Exi',uji =, {ci.]_]

1 j=1

g 7 Togons. o
=M (x;, u) + Mﬂxi, w) = (c;)° + (c})

ke

12
Hﬂi”

con la ayada del ind_ir_ :
flegdl
U |

S a = T
=T

ral 3 . .
donde a, o3 la proyeccion M crtogonal de Xy scbre el olano orincipal H.
-
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Este afecta el signo del valor ci tomado por la tercera
camponente principal.

Ele:cmmmelplmnprincipaldelanubedeprn}mcimesuidelm
puntos x, (teniendo en cuenta la calidad de la representacién) permite agrupar
individuos en clases de individuos semejantes.

VII - DESCRIPCION DE LOS CARACTERES

A la representacion de los puntos individuos en el plano principal
esta asociada la represmtacién de los caracteres en el plano {cl, L‘.EJC F.

El caracterxiint&nﬂﬂrenésmladﬁcripciﬁndelanubeﬂpq;m
proyeccién en el plano principal, cuanto el valor :

2 . IF 5
DL (x5
Hixt| % = E "P——,‘—-'-'
afl J
s ol ch o’ x, ¢
este proximo de B 4 s = norma al cuadrado de la

i

- : 1
proyeccion Dp ortogonalg : de X sobre el € plano (c’, cz}.

kLl \ : i 1 2
La interpretacidn de las campcnentes principales ¢ y ¢“ se hace

(T ; i
tomando en cuenta las proximidades entre las proyecciones de los caracteres x

y las camponentes principales ct ¥ 2.

As{ pues en este plano se evidencia (si las normas estan bien recons-
truidas)
= proximidades entre caracteres
entre caracteres y componentes

- ortogonalidad entre caracteres
entre caracteres y compconentes.



Descripcion_de las camponentes de una n serie cronoldgica por el

analisis en camponentes principales

Sobre una pablacion de n individuos o unidades estadfsticas se mide
una variable z en p instantes Cpreees Tp. A la i*V® unidad estadistica corres-
ponde la cbservacidn de la geve canponente {zi{rlh 21{12}..., ziirpﬂ de una

serie cronologica.

Estas camponentes de series cronoldgicas constituyen las lineas de
la tabla :

5
?1111} P zlitp}

znhl} anTP} i

Las colm:ruasnz{:j} i 3=1,...,p} de la tabla thx:-nstituyen las variables de la
tabla cldsica en analisis de datos.

£ oUpeaea, ( k:p) constituyen los k primeros vectores axiales
factoriales principales y Cl,.. 'y Ck las k primeras camponentes principales
correspondientes se tiene :

k
zitrj}l = 2 {rj} +El1 Ci uihj} +errnri {-rj} I=1l,i.a, P
donde
- E{er la media de la variable z {Tj} sobre las n unidades esta-

dist{cas,
= Ci el valor de la 1™2 camponente principal (o factor principal)
unidad estadistica,

-y (ry) 1a 3V coordenada del 1%"° vector axial factorial principal.

4 ava
de la L

4
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En el contexto particular de utilizacion del A.C.P. es util
representar por curvas las matrices columas siguientes

zi{'rlfl

-
-

Aplicado en una n serie cr::’mlo':;ica el A.C.P. nos lleva a descamponer,
para cada unidad estadf{stica, la curva de la serie cronolégica correspondiente

E{Tl]

N-*".

(1) en la suma :

Lvli-rl} . ukhl}
Luli'rp}- uk{rP]I
L% i

!
Z

error ; {11}

-
-
-

error , (1)

i

:

pa

- de la cutvamedia de las series cronoldgicas (2),
- de las curvas(3), o contornos principales, ponderados por el
valor de la camponente principal correspondiente de la unidad estadfstica

considerada,

- de una curva de error (4).

Damos camo ilustraci@n la descamposicidn obt:

en el sequndo A.C.P. del secundo

i
L]

Lol L 56 SEF £33 =5 @ wes
v gl m (D) Em CLB B 050 Lad

-0.
-0.

=0.
=0,

i

LR i A
&3

1w sn CL
il b L

W

U LP g U B e P e e L Lab Ll R S D e
5 -
LTl

_— T
o T

HRROBRIBROGER

+(-122.5)

ejemolo en el paragri”:

TS

291

0137
021
036
50

ny
107

129

0367
.058
049
183
.198
i =0,229
=(.246
257
.2Bb
265
.262
246
=0.216
.191
L14a
03%
004
085
.;22
Y-
221
apa

| I N N |
[=F=NaN=N= =

o
=

i
s

L | i
(=S o o

3 €3 &3 S S5 LY

T2

2T Una empresa

C. k=2

1.5926 7
2.0146

i 4.224

8.2132

1.7354 |

693 -

1
1.4022
7.4814
6.3736
4.1592
3.2556
1.3982
-1.9198
-5.318 |
i =9.395
i =16.2956
; -20.B33
I -14.972 ¢
-14.357%6
-4.3178
2.2734
8.5594
13.8522 -
24.0092

"

(4]
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En la figura que sigue hemos representado las cuUrvas aspciadas a
las matrices columas de la tabla anterior. Las curwvasno tieneh la misma
escala. Los valores minimos y maximos se indican en eada .curva.

106.3 5 .88

0.321 4.0

-Izz &u’ e e '! 2.9
S W. 32 -0-013
1 |
() (2)
— iy~ 0266 -20.83
i

=0. 304 (4)

fardn la representacidn de la unidad estadfsi: . sc ¢ el plano
princip~’ <@ buena, se constata gue, entre mis se ai« . del arigen del grafico
et Je gravedad de la nube de wiidades ostadfsticas=) nas los coeficientes
G2 OCNTOPNCE (2) son grandes, por lc tanto explica mejor la forma de la

cufva 1.

Fr e. ejemplo las coordenadas (-122.5, 122.4) scbre el primer planc
principal iraican (dade gue son grardes y muy proximas) que la forma de la

Curvage a_qe-:m:,a a lacurva asociada a nl g uz.



C - EJEMPLOS DE ANALISIS EN FACTORES (COMPONENTES) PRINCIPALES

PRIMER EJEMPLO DE ANALISIS EN FACTORES PRINCIPALES

NOTAS ESCOLAFES - EJEMPLO PEDRACOGICO

I - INTRODUCTICH

El ejemplo que vamos a presentar aquf se ha hecho con un fin
pedogogico. Se trata de las notas recibidas por un grupo de alumos en las
materias de matematica (M), fisica (S), franads (F) y latfn (L).

La tabla 1 presenta los resultados finales obtenidos por los estu-
diantes en las materias de evaluacion :

M S F L
JUR 6.0 6.0  DRJEEEECES

ALA 8.0 8.0 ARG

ANA 6.0 O e .5

oD | ldSor AT aRsPies 125 Toan

MD | 11.0 10.0 5.5 7.0 R
MN | 14,5 14.5 15.5 15.0

FED SRS % o |

BRE {#M3.0 12.5 8.5 9.5 |

EVE 9.0 9.5 11225, 1250, |

En la tabla 1 aparecen solo las 3 primeras letras de los nambres de
los estudiantes, pues solo se han asionado tres plazas en la camputadora para
este efecto. Esta tabla representa el cuadro de datos, v denataremos por: Ex s
matriz correspondiente (ver resultados tetricos). Las unidades estadisticas
con los estudiantes : Juan, Alan, Ana, Didier, Andrés, Mdnica, Pedro, Brigitte
v Bvelyne (n : el nimerc de unidades estadisticas es icual a 9). Las variables

son las materias que representamos por el conjunto (M,S,F,L).

S
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II - ANALISIS DE LOS FESULTADCS A.C.P.

II-l-wlanétﬁcaﬂp=

En el estudio se le da una importancia igual a cada uno de los
estudiantes. Por esta razin hemos escogido la métrica p, = 5 (i=1,...,9) i.e. D,
eshmtrizdiaqualmelaspaciudevariableaﬂ-ﬂg}z

D = e
P ;

En el estudio las variables se centraron por lo que la nueva variable x’J se
escribe : x'J = xJ - %3 donde x7 est 1a variable %™ 3ol cuadro inicial
(tabla 1) y;jasalmqmﬂantodassusmtes iguales a 1a media
de las notas de la 3%5'™ yariable. Asf el centro de gravedad de la nube de
individuos esta en el origen del espacio de unidades estadisticas E(=R’). El
hecho de centrar la nube (M) no cambia la forma de (M) ni las proximidades
entre individuos.

As{ por ejemplo tenemos que la media de M es 9.67 y por tanto los
valores centrados de M se representan por el vector :

(6-9.67, 8-9.67, 6-9.67, 14-9.67, 11-9.67, 14.5-9.67, 5.5-9.67,

13=9.67, 9-9.67) = (=3.67, =1.67, 3.67, 4.33, 1.33, 4.83, -4.17, 3.33,

-0.67)

La matriz de varianzas y covarianzas de las wexlables se dan en la
tabla 2.

M | S F Toie wl

11.40 9.92 2.66 4.82

9.92 86.94 4,12 5.48

2.66 4.12 12.10 9.29

[ I T e

4.82 | 5.48 9.29 7.91

b — -4




L
X es el

=35=

i L
Esta matriz es calculada por la expresion tx DP X donde :
3

cuadro de observaciones con las variables centradas : X J H

tX'l la matriz transpuesta de la matriz K

usuzl i.e.

decir, de

Asi
g i ..' = _I' 2 t ." 15
Var (xJ) =-DP{xJ,x]}=1|x][!D = xJDpx]
2
i i 15 v 15 13
mvl{x:'-,kk} =D {x'],xlkj = <y ], X k> = tx J D x J
P DP P »

Dmmmeje:rplodecélmﬂodevarianza:

var(M) = ' Dpr-f i.e.

1/9 3,67
[-3.67,..., =0.67) e :
o “1/9 -0.67

9 L] 1
=] p; ;" =5 (102.50) = 11.4
i

II-2. Escogencia de la métrica M

En elespacio EI[=F:4] escogemos coamo metrica M . met. .~ = euclideana
M=I.

De la tedria se sabe gque los vectores prnpius[ujfr devt—iz‘.;es

la matriz de varianzas y covarianzas son los vectores axiales facto-

riales. En este caso tenemos que los valcres propios Hj} de la matriz V son
muy pequenos para j > 3 (tabla 3).



AL 1 2 3
]
Valor proprio 28.235 12.031 0.043
Porcentage iner-
o ; 3 70.0 29.8 0.2
Porcentage
lado 70.0 99.8 100.0
Tabla 3

Sabemos que la varianza total (inercia) es iqual a :

1
I(M/C) traza (VM) = traza {W{ =} Var (M) + Var(S) + Var(F) + Var(L)

"

4
405 360k= 815 L35
g=I in?

y que el porcentage de inercia explicada por los dos primeros ejes factoriales
es del 99.8 % por lo que la nube ' esta prafcticarrente situada en el plano
engendrado por los dos primeros ejes.

II-3. Resultados andliticos en funcién de los_factores principales

centrados o
Sabemos que x = Ej + ]:; '-Li o , es decir que .. cone reconstruir las
=1 }
variables a partir de los factores. Asi tenemos (2)
o 1 2
M= 9,67 + 515 ¥ ¢ - .509 % &
S = 9.83 +.5DB:{¢1 = .3?lxc2
F =10.20 + .492 x c:1 + .658 x 1::2
L =10.10 + .484 x cl + ,325 x c2
.' iF
1 =

La primera ccluoma de la derecha representa las coordenadas del centro
degravedaden el espacio inicial) v las ctras las coordenadas de los vectores

axiales factoriales principales. S

i 5 - . o . J—F" pa ] el "
‘1) Esta igqualdad tiene pormue M es la metrica clasica I.
{2}' Arui 1os dos dltimes Zfactores axplican mu Joce de inmercia. Con los dos

Jrimercs se puede reconstruir las wariac_=s Con MU pecuenes errcres.
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II-4. Resultados analiticos en funcidn de los factores principales
reducidos

Sabamqtnlavarimadecjeslgualakjie.aqulas
variables x de la siguiente manera :

o _ . k e . k e
k=1 JE k=1 -"E
donde %es la saturacién del k*S1™ factor en la variable x. Por ejemplo :

5T= 25157528, 2BE - DT, AT tenceta ;
M= 9.67 +2.74 x ' - 1.97 x 2
S= 9.83+2.70x%x FF - 1.29 x '_-"2
F=10.20 + 2.62 x F' + 2.28 x F
=10.10 + 2.57 x F* + 1.13 x F?

hﬂeﬂkuckfﬂ_k ki= 1.2

II-5. Contribucion de las unidades estadisticas a la inercia de la nube

La contribucidn de 1a iSSima

unidad estadfstica (u.e.) esti dada por :

L]
R 8 ric

IP.. 4
§=1 gl
Por ejemplo la contribucidn de JUBN es :

% (6-9.67)2 + (6~9.83)2 + (5-10.2)2 + (5.5 - 10.1)°

= 0.2104
40.350

Se calculan estas contribuciones para saber cuales unidades estadisticas
son muy diferentes de las otras (no camparables a las otras). As{ tenemos que las
contribuciones de los individuos son :




JUAN .210
ALAN .0422
ANA .0679
DIDIER .125
ANDFES .0922
MINICA .269
PEDFRD o 1t

BRIGITTE .0593
EVELYNE L0263

Cuando algunas u.e. tienen una contibucidén muy grande, puede ser Gtil
no hacerlas participar a la dertiminacidn de las direcciones principales
afectandoles un peso nulo. Haremos esta operacidn en el segundo

ejemplo del paragrafo C,

IT-6. Contribucion de las u.e. a la detemminacién de los_factores
principales
La contribucidn de la i®'® u.e. a factor & esta dada por :

k.2 k.2
R1 SSiMi o aniioiinadl
n
k. 2
(¥ \
jglpjl 3 1

Por ejemplo la contribucidn de JUAN a cl es de :

1 2
L (_g8.612)
9 = 209186 1)

28.235

Las contribucicnes EEtén dadas en la tabla 4.

(1) E1 valor : -8.612 se encuentra en la tabla 5



1 2
JUA .292 .0183
ALA .0592 .0023
ANR L0406 .111
DID .162 .0378
AND .0362 .224
MN | .382 .0033
PIE 00414 | .376
BRI .015 .163
EVE .00946 | .0641

Tabla 4

I1I-7. Los factores principales

De la tedria sabemos que los factores principales son los vectores
prnpriosd&lanatrizﬂ‘}pdurﬂet-l= S x v que los valores proprios son
los mismos de V M (i.e. Var{ck} =1,).

Los valores de los factores principales para cada individuo estan
dados en el cuadro siquiente (Tabla 5).

| ] A
)i —8.612 | -1.409 |
ALA | -3.879 | -0.522
AaNA | -3.213 3.468
DID | 6.407 | =-2.047
A | -3.033 | -4.92:
| mow 9.852 | 0.5995
FED | ~1.025 6.377
BRI 1.954 | -4.200
EVE 1.550 | 2.634 |
Tabla 5

En la figura ! se represenca a los individuos tabulados en la tabla 5.
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Si volvemos a los datos iniciales y los comparamos con el grafico
vamos que el eje 1 opone : a los in:lividmsq.nmrrediasmbms[aia_
derecha) a los indiwviduos que en media son malos (a la izquierda) ; es un eje
asociado a un factor "talla". El sequndo eje opone : los "literatos” (arriba)
a los "cient{ficos" (abajo).

La interpretacién de los factores en este caso es simple, pero en
general no es asi.

II-8. Correlacicnes entre variabbles v factores :

' Las correlaciones entre las variables vy factores nos permite, ‘en
muchos casos ,interpretar los factores . La tabla 6 nos da los coeficientes de
correlacicn entre variables y factores :

cl 2
M .811 - 0.584
s .902 - 0.431
= .753 .657
- .915 .401
Tabla 6

El .oeficiente de correiacién se calcula Tt

T
L T -

YVar x-

L ejemplo de calculo de coeficients de correlacidn :

T4
p I:IL,.:.J‘} = —%_{—_:-_'— = (0.811
v1l.4

Fl primer factor esta correlacionado fuertemente con todas las variables (factor
talla)




El sequndo factor esta correlacionado positivamente con las variables "literarias"
y negativamente con las variables "cientificas". Este factor es un factor de
" forma" .

II-9. Conclusién

En resumen, el analisis en factores principales nos da una "escala"
de clasificacidn de los individuos :
por un lado cuanto mas un individuo tenga valores grandes en la
direccitn del primer factor principal, sus clasificaciones en general son mejores.
por otro lado si un individuo se encuentra en la parte superior
(resp. parte inferior) del semiplanc de la figura 1 sus califaciones literarias
(resp. cientificas) son mejores que las otras.




SEGUNDO EJEMPLO DE ANALISIS EN FACTORES PRINCIPALES :
ESTUDIO DESCRIPTIVO DEL DINAMISMO DE EMPRESAS INDUSTRIALES (3)

I - INTRODUCCICN

El estudio.de la dinfmica de una poblacidn de empresas industriales
se ha hecho a partir de un {ndice scbre el consumo mensual de electricidad,
utilizando el anflisis en componentes principales. lLos datos fueron propor-
cionados por "l'Electricit® de France" (E.D.F.).

En el estudio se mostrarén todas las etapas caracter{sticas de una
investigacidn de esta naturaleza. Se procede  esquemdticamente de la
forma siquiente :

x Definicicn del problema - los datos
% Escogencia de las unidades estadisticas
x Emogenc:.{a de las variables - codificacicdn

x ESCDQEHCJ.JE del método

i

# Resultados estadisticos

|
i
x Interpretacicn e S

/ \\I
’ \\

Resultados no Resul tado )
e :;atisfa::tcrin) satisfactorio

i
|
£ FIN = |
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IT - DEFINICION DEL PROBLEMA - LOS DATOS

La poblacidn estudiada estd constituida por las empresas industriales
clientes en electricidad de tensién media (T.M.) de un centro de distribucién
de la E.D.F.

Los cbjetivos principales fijados por la E.D.F. son :

a) Definir y adaptar una politica tomando en cuenta a los clientes
(adecuacich de contratos, accidh promocional, ete...) ;

b) Proporcionar informaciones conyunturales de los industriales (dina-
mismmlaﬂmdelaarpresamsurmmdeactividad, dinamismo de las ramas
de actividad,...) ;

El centro de la E.D.F. dispone en cada puesto las informaciones
siguientes :

- el mamero de identificacién del puesto en el centro,

- el ndrero de subdivisidn donde esté localizada el puesto,

- el consum mensual en electricidad T.M.

IIT - LA ESCOGENCIA DE LAS UNIDADES ESTADISTICAS

Presentaremos aquf la escogencia efectuada sobv= Las * .. dades estad{s-
ticas {(individuos).

Un analisis del fichero de datos nos mostrd que :
(1) las empresas industriales y no industriales estin mezcladas,
(i) varios mimeros de puestos pueden ser atribuidos a una misma empresa,
{(11i) en un mismo puesto, varias empresas diferentes se pueden suceder en el tiempo,
(iv) ciertas empresas producen una parte de la electricidad que consumen .

En consecuencia, se eliminaron tres tipos de empresas :

a) eliminacion de las ampresas no industriales,

b) eliminacich de los puestos en los cuales se sucedieron varias empresas,
c) eliminacién de las empresas auto-productoras de electricidad.

CERV AT




IV - LOS DIFERENTES ESTUDIOS

Las variables proporcicnados por la E.D.F. son el consumo mensuval
de electricidad. En lo sucesivo se nota i (i=1,n) un puesto de consumo
en el estudio, xih} el consumo de electricidad T.M. del puesto ien el
" mes t (ve{1,2,..., p}).
]

En el estudio se tiene p=36con 1 = 1 para juliode 1974 y t = p
Epamjmiﬂﬁalg?Tanf!TE.

! IV-1. Estudio 1 : Descripcion por el andlisis en componentes orincipales

NOs proponemos eliminar la parte de las variaciones de los {x(1) /
1=1,..., p} debido a factores "pardsitos" en el estudio. Con una recodificacidn
de las variables intentaremos :

i) eliminar el efecto estacidn, pues depende de la rama de actividad,
~ ii) poder camparar los dinamismos de puestos teniendo niveles de consumo muy
~ diferentes. -

f Se tratade satisfacer :

- el cbjetivo (i) pasando del consumo, a las medias mdbiles sobre
los 12 meses
l : R Y .

mit) =735 ) x (k) Tk dfyes ol

k=1-6

- el cbjetivo (ii), tomando el crecimiento relativo de estas medias

mchiles (expresadas en porcentages)

- m{z) = m (r=1)
alt) = 100 % ST

T & 1 'Br-*-.r ?-5]'

El modelo de A.C.P. nos lleva a las especificaciones siguientes :

- las variables a(-) , t€{8,..., p~5} estan, centradas

- al puesto i, le corresponde el vector a, = (a; (8) ..., a; (p=5))

; - el espacio de individuwo (R%%) est provisto de la métrica euclideana
usual

- el espacio de variables fRﬂz] esti provisto de la métrica de pesos :

se da a cada puesto un peso icual a q—j}——

St




Ios resultados :

Los paruenta' de inercia explicados por los tres primeros factores
principales estan dados en la tabla 1

Factor 1 Factor 2 Factor 3
s d"] mhm‘;ia 24.1 12.7 10.6
:Df“"‘la' 24.1 36.8 47.4
Tabla 1

Los valores relativamente pequefios de inercia nos conducen a reconsi-
derar la escongencia de la codificacién y buscar fuentes de dispersion pardsitas.

Se pueden hacer dos constataciones :
a) la formula de porcmta%es anula en parte el efecto de las medias mobiles H
en efecto si simplificamos se tiene :

X(t+5) = x(==7)
m (t=1)

al(t) = 100 x

b) wa lectura atenta de los datos da una anomalia en cusnto a las lecturas no
efectuadas. La formila precedente muestra que estas anc 21{as scn responsables
de variaciones importantes de los valores a (1) . Este fendmenc es mas grave
cuanto mis estas ancmalfas ro son repartidas al azar ; se observa esto en

ciertos meses precisos del afic (febrero por ejemplo).

Las figuras 1 , 2-a, 2-L y 2-c confirman el hecho a priori de que
la nube de los puestos tiene una forma de "bola" y que serfa muy diffcil de
hacer wna clasificacion automatica : en este caso una descrip:i&} conel.

A.C.P. parece una solucién mejor.

S0 T
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FIGURA 1

Proyeccion de la nube de

puestos scbre el plano
principal
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Figura 2-a

Histograma de puestos seqimn
la primera direccién principal
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Todos los puestos estan representados en la figura 1 por tma cruz
X lospnhos“"uﬂicmquavamsmpmsasselocalizanmmmimlugar
del grafico.

IV=2. Estudio 2 : Vuelta a las variables fuente :

Los resultados no satisfactorios sacados de la codificacidn nos incitan
a recamenzar el estudio a partir de las variables-fuente.

Esperamos con esto .evidenciar, paso a paso, los problemas que se originan
y detemminar la codificacidn que suprima la variacidn pardsita que hemos encon-
trado.

El A.C.P. se efectua con las especifiaciones siguientes :
= las variables x(r) 1€ {(1,..., p} estin centradas

-alp.:eshnilemrnaspcrﬂeel vector x, =t{x (1) reeses Xy (p))

- el espacio de individues {R ,sepmueedelanetricaamh&musual

-elespaciodevariables{'ﬂz] se provee de la métrics de pesos ; cada muesto

tiene un peso iqual a E%_z

Los resultados

Los porcenta'gas de inercia explicada por 1:- dos . imeros factores
priacipales estin dados en la tabla 2.

l Factor 1 Factor 2
f‘;z’:atagipff cadg—"j 98.1 0.564
L nge ’ 98. 1 | 98.664
Tabla 2

El primer factor principal representa la dispersidn creada por un "efecto talla" ;
el factor explica un fuerte porcentage de inercia y la correlacion de este factor

con las variables iniciales es muy grande v del mismo signo (tabla 3). lLos

Puestos se clasifican scbre el primer factor en funcidn inversa (correlacion

negativa) del nivel general de su consamo eléctrico. 1a informacion dada Dor

este resumen es poco interesante.
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El sequndo factor principal representa la dispersién creada por el rol jugado
en los meses de agosto en la actividad industrial : correlaciones (%) mds grandes
que las otras.

CORRELACIONES DE LAS VARIAELES OO LOS DOS FRIMEROS FACTORES

ANO MES T FACTOR 1 FACTOR 2
1974 Julio 1 = 0.991 - 0.063
' Agosto 2 - 0.926 (%) - 0.313 (2=x)
Septiembre 3 - 0.991 - 0.043
Octubre 4 - 0.992 - 0.082
Noviembre 5 = 0.986 0.114
Deciembre B - 0,995 = 0.024
1975 Enero 7 - 0.974 - 0.061
Febrero 8 - 0.992 0.047
Marzo 9 = 0.995 0.036
Abril 10 - 0.995 - 0.020
Mayo 11 - 0.995 - 0.035
Junio 12 = 0.987 = 0.090
Julio 13 - 0.980 - 0.100
Agosto 14 - 0.801 (%) 0.563 (xx)
Septiembre 15 = 0,995 0.009
Octubre 16 - 0.984 0.019
Noviembre 17 - 0.994 - 0,014
Reciembre 18 - 0.996 0.021
1976 Enero 4 - 0.995 3.023
Febrero 20 - 0.995 R O07
Marzo 21 - 0.997 A0
| LT 22 - 0.995 H 2.002
Mavo 23 - 0.990 | 0.003
Junio 24 . = 0.99% | 0.019
Julio e T Y 0.019
2gosto 26 - 0.869 (%) - 0.449 (s=)
Septiembre Z7 = 0,995 0.03%
Octubre 28 - 0.997 : 0.030
Noviembre | 29 - 0.994 0.005
Deciembre | 30 | - 0.995 - 0.036
197/ Znern 31 - 0.994 0.024
| Febrero 32 | = 0.995 0.036
Marzo 23 - 0.996 0.055
Abril 34 - 0.991 0.02
Mayo 35 - 0.989 - 0.021
Junio | 36 = 0.992 0.075
TABLA 3

Es interesszante de notar quel primer factor recresenta tambien un poco
# : -~ - g -
\correlaciones (%) mas pequelias gue las otras) de la dispersion creada
por el rol jugada en las meses de agosto.

---,rfu.--
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IV-3. Estudio 3 : Atenuacifn del efecto de estacidn

El objetivo persequido es doble : sequieresupﬁ.na'rlas fuentes
&avaria:i&ldebidasalnsefecmsdeestaciﬁnydimmlasvaﬁacm
creadas por la ausencia de lecturas.

As{ volvemos a las medias mdbiles no centradas m(t) ,t=5,...,p-5.
calculadas sobre las variables fuente, las cuales atendan o suprimen las
fluctuaciones estacionarias. Es natural calcular estas medias scbre un perfodo
de 12 meses, pues corresponde al intervalo de tiempo de los fendmenos econdmicos.

El A.C.P. se efectuwo con las especificaciones siquientes :
- las variables m (7), 1€{7,..., p-5) estdn centradas
- el espacio de las unidades estadfsticas (R°°) estd provisto de la mStrica
euclideana usual ,
- el espacio de varizbles (R*"%) estd provisto de la métrica de pesos (cada
peso es igual a 4?2 ).

El porcentage de inercia explicado por el pricer factor principal
es igual a 99.8 %, v el del seqund? factor, que representa en el estudio 2 la
fluctuaciones estacionarias, es con esta codificacidn muy pequena. Camo anterior-
mente este factor representa la dispersién creada por ¢ 2o "talla”. El

" grafico de las coordenadas del primer factor (fiqura 2" rijes! ra que se ha

eliminadc el efecto de estacifn. (Es importante de rolAr que (as meses a la
uierda v a la derecha scn utilizados fOricalcular 1as medias miyiles en

el estudio 3). A fin de evidenciar las dispersiones {debidas al dinamismo) que

das2amos analizar es lr:::gicc proponer (en este momento del estudio) una codifi-

cacion que elimine lo mejor possible el efecto "talla".

| LT | 1976 — j+—— 1977 —_—
I

FIGURA 3 : Representacion crafica de las coordenades del primer vector axial
factorial




IV-4 Estudio 4 : Eliminacidn del efecto "talla"

Con el fin de eliminar el efecto "talla" escogimos la codificacion
{ elr) =ml(t)/ % ; 1=7,..., P-5} donde x es la media de consumo sobre los p
meses estudiados.

Los_resultados

El A.C.P. se efectua con las especificaciones siguientes :
- las variables c(t) ,t =7,..., p-5 estan centradas
- el espacio de unidades estadisticas (®°°) estd provisto de la métrica
euclideana usual
- el espacio de variables (R '%) se provee de la métrica de pesos (cada peso
es igual a 735 ).

La tabla 4 presenta los porcentages de inercia explicados por los
tres primeros factores principales.

| Factor 1 Factor 2 Factor 3

Porcentage de
! inercia explicado 66.2 23.5 |

Forcentage 66.2 89.7 i Bl

i Tabla 4

Teniendo en cuenta los porcentages de inercia acumulados por los tres
primeros factores principales, la curva de los {x(x) / == 7,..., p5} puede
ser reconstituida por un puesto,dado con wma buena precisién.

Los tres primeros vectores factoriales (tabla 5) corresponden a
"-ipos" de evolucion distintas (figura 4-3 , &b , 4-0) ; el primero traza
Y i f - . -
una evolucion "monotona", el sequndo una evolucion concava y el tercero una

x - . -
avolucidn &dica, e un pericdc de unos 8 meses.




ZOORDENADAS DE LOS VECTORES AXTALES FACTORIALES

T ler vector 2do vector 3er vector
7 .254 .191 .320
8 .250 .157 .303
9 .247 .136 .263
10 .248 .92 .183
11 L247 042 -086
12 .238 =-.036 =.037
13 .222 -.094 -,107
14 .199 -.147 -.156
15 163 =207 -.193
16 137 -.243 -,183
17 .105 -.282 -.172
18 082 =305 =.145
15 .049 -.324 -.047
20 .017 -.325 .032
21 -.011 -.328 .138
22 -.047 -.311 . 201
23 -.033 -.278 271
24 -.135 -.214 15
25 -.174 -.156 .312
26 -.211 -.101 .264
27 -.234 =-.045 .187
28 -.256 003 100
23 -.276 .050 0
30 -.295 092 -1 2
31 -.304 .133 -3
TABLE 5
Q. 31 d o. !1 a '_|_'1
0.1 \ o 0.2
0.1 \ .l Ol
0] \ J J
=01 0.1 =0. 1
0.2 -0 -0, 2
=0.3 =0.34 =i}, 3
i L. A 1 L i L L ly L 1 A 1
" T Vi LY " L] f T 16 M 26 3 B " s 21
Figura 4-a Figura 4-b Figura 4-c
er do er

1 veotor 2 vector 37 wector
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IV-5. Estudio 5 : Eliminacidh de la dispersion creada por la
ausencia de un origen comin.

Podemos atfn mejorar la codificacién volviendo a un origen comin
las "tazas de dinamismo". Suprimimos asf una fuente de dispersidn no interesante
al estudio.

La codificacién propuesta es :

d(z) = 100 x —2{1) = m(7)
X

r T =?j¢¢!f P-E‘

Es natural cbservar (tabla 6) que las varianzas de las variables d(t)
crecer Con T.

Variables Varianza Variables i Varianza
ac 7 0 d(19) ' £25.00
a( 8) 17.70 d(20) 677.00
a( 9) 34.90 d(21) 733.00
a(10) 70.20 a(22) 789.00
d(ll) 116.00 d(23) 840.00
a12) 179.00 d(24) 908.00
d(13) 230.00 d(25) 983.00
d(14) 285.00 d(26) 1080.00
a(15) 370.00 a7 1130.00
a(16) 429.00 a(28) 1210.00
a(17) 510.00 a(29) 1290.00
d(18) 570.00 a(30) 1390.00

Tabla 6
S
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Sabemos que si el espacio de individwos se provee de la métrica
euclideana usual, las variables tienen un peso en el A.C.P.mayor, cuanto mayvor sea
Su varianza. La escogencia del origen ent =7 permite de dar wna mayor importancia
a las variables que miden el dinamismo mds recientemente. Si se escoge el
origen en t= 19 se observan varianzas decrecientes hasta en t=19 y después varianzas
crecientes hasta en t=31. Para esta escogencia se habfa dado mds importancia
al pasado lejano que al reciente.

IV-5.1. Resultados del primer A.C.P.
El A.C.P. se efectua con las espicificaciones siguientes :
- las variables d(T) estan centradas
- el esvacio de individuos {de} se provee de la métrica euclideana usual
- el espacio de variables (R''2

: 1
J.guala_i—.u—.‘!.

) se orovee de la métrica de pesos (cada peso es

El porcentage de inercia explicado por los dos primeros factores prin -
cipales es mejor que en el estudio precedente (tabla 7)

e e T T E——— -

[ T |

% de inercia 83.1 | - |

explicado i jl |

-3 au:1.irr:1.|.1‘1mn:alii 83.1 ‘ 95.?-%
Tabla 7

Fso es natural porque la codificacion ha eliminado (en la nube) las variaciones
creadas por la alsencia de un origen comin. Relativamente al cbjetivo del estudio
el resumen estadistica es mejor.
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Si analizamos de cerca los resultados se cbserva que 15 puestos
son responsables del 34 % de la inercia total. En este contexto, corremos el
riesgo de que los resultados obtenidos dependan "mucho" de los tipos de dinamismo
de estas 15 empresas, pues representan el 3 % de las empresas estudiadas. Una
Bolmi&immmblemistemafectarmpesnnulnaestasa@reaasyha:er
un nuevo analisis,

IV-5.2. Resultados del sequndo A.C.P.
La tnica diferencia en las especificaciones reside en la métrica del

espacio de variables {Rﬁz}:

(i]mp&sonuloesdaicaloslﬁp&stnsquetiermxgmmfmrtecmtrihmi&
a la inercia total

lii}mpesoiguala;i%-f es dado a los otros.

Con respecto al A.C.P. anterior se cbserva uma estabilidad de los
resultados pero con una redistribucicn de la inercia (tabla 8)

Factor 1 Factor 2
$ de inercia
explicad TJB.A 16.0 |
% acumilado 78.6 94 . -
Tabla 8

Como en el arfalisis precedante los 3 primeros wvectores principales
Jorresponden a los tres tipos de evolucion (figqura 4a,b,c). Es importante hacer
notar que es posible dar rapidamente (pardgrafc VIIT de las bases matematicas
del A.C.P.) un diagnostico scbre la dinamica de una empresa por la p:isicién ern
el plano principal (figuras).
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Hemos hecho figurar las curMas de "tazas de dinamismo" de ciertas
empresas en circulos y las curvastipgs correspondientes a u,, u, +u,, 4,
o e T Ll i S L rectanqulos. - i

— - ", = — - —— -
- -ﬂu = """""'...:. - -=-=-.....\_ - ,E" :.,_ - ﬁ- "_" ______ i s
R e e T Kl T
L - — o - -
- —, p— 7 -' -E-- — el " - - L - u
i
o Twm® g ST Sieel e -z == 1
[ o —
- - - . = I — - -
- — - el e —
‘e - - i
=i = - e wL - o . s p—
- B
- e - ' - -
H -
—
= . - —
war - -
;

IVv-6. Qonclusicn

En el A.C.P. lo que se busca es ANALIZAR LA DISPERSION que nos
interesa. As{ cuandc en 'm problema dado aparecen dispersiones que perturban
myy poco el estudic en el A.C.P, jqualmente nos da una informacién valiosa
del objeto analizado. Pero si por el contrario las dispersiones que perturban
el fendmeno son mis grandes que aguellas que se cuieren analizar (como es
el estudiado) se hace necesario buscar una CODIFICACION que elimine estas
diepersiones "pardsitas" del nbjeto de estudio.

Hemos hecho figurar acui todas las etapas con fines ;Pdagﬁgims.
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TERCER EJEMPLO : ANALISIS EN FACTORES PRINCIPALES Y EN FACTORES SEMEJANTES

MGEEPMMMWRESI&QYMMMSI@EEW
MUILTIESPECTRALES (7)

I - INTRODUCION

Un satélite toma fotografias de zonas geogrificas cuadradas de unos
9 kilémetros de lado, subdividida cada una en 262144 células cuadradas por
512 bandas horizontales y 512 bandas verticales. Este satflite dispone de
oc:h:-{” canales espectrales para fotografiar (0.3 a 1 um) cuya sensibilidad
depende de la naturaleza del suelo (agua, rocas, cereales, asfalto, etc...).
Cada canal espectral da para cada celula una medida de brillantez que recibe -
La medida de esta es discretizada en 256 valores codificados. La fotograffa
de una zona geogrdfica de un canal esta constufda por un conjunto ordenado
de 262144 nimeros enteros comprendidos entre o y 255.

El cuadro de datos tiene 262144 filas o individuos (las celulas)
Yy ocho columas o variables (los canales espectrales).

Se puede medir : -

- la brillantez media y el contraste de iz fotograffa tomada por =
7] e canal por la media y la varianza de la vari=ie respectivamente ;

- la semblanza entre las fotografias, tomadas por el canal j y el
canal k, por el cceficiente de correlacidn entre variables.

En lo que sicue, da:ms{zj (tabla 1 v 2) la matriz de varianzas-covarianzas
1

Yy Se correlaciones ; todas las celulas tienen el mismo peso Pi = 26214a

e

{1)El conjunto constituido por las ocho fotograffas se llama imagen multispec-
tral

(2)Los calculos han sido efectuados en el "Centre National d'Etudes Spatiales"
Toulouse = FRANCIA



v _bg_
canal 1 canal 2 canal 3 canal 4 canal 5 canal 6 canal 7 canal 8

canal 1 .280
canal 2 .326 409
canal 3,397 .491 .628 ,
canal 4 .452 .552 .682 LTO8 -~
canal 5 .450 .554 .694 . 793 .B29
canal 6 .301 .384 . 494 .528 532 .565
canal 7 .150 . 207 277 .259 .244 .533 . 747
canal B .l110 »152 L204 194 .185 .408 .569 .447
Tabla 1 : Matriz de varianza—covarianza
canal 1 canal 2 canal 3 canal 4 canal 5 canal 6 canal 7 canal 8
canal 1 1
canal 2 .962 1
canal 3  .948 .968 1
canal 4 . 956 .965 . 964 1
canal 5 .934 .952 .962 .975 1
canal 6 .758 . 798 .829 . 787 T 1
canal 7 .329 .374 . 405 .336 «311 .B21 1
"canal 8  .312 . 356 . 386 .325 . 304 .B13 .985 1

Tabla 2 : Matriz de correlaciones

Cbservacianes :
: - la fotografia mds contrastada fue tomada por =1 canal 5 (varian-

za = 0.829) y la menos contrastada por el canal 1 (var: ~, 280).
- como es previsible los canales estin muy — _iels ados{las folografias
8o eseujan) y se correlacion es mayor cuanto mas cerc: estin en el espectro.

I - COMPRESIMN DE LA IMAGEN ULTIESPECTRAL - APPLICACION DEL A.C.P.

Venimos de constatar (tabia 2) que las informaciones dadas por los
ocho canales son redundantes (las oorrelaciones grandes). Con el fin de no saturar
ios marales de transmision - satélite a tierra v viceversa - con informaciones
irttiles, se comrimen (resumen) las informaciones en un computador a bordo del
satdlite. Esta cperacién se realiza por medic del analisis en componentes prin-
cipales (A.C.P.). Para hacer que cada canal jueque un rol mis importante cuando
la fotografia es mds contrastada (varianza del canal espectral grande) las
variables no se reducen. la distancia utilizada es la usual (la hase canénica
ée E es M ortogonal) y todas las ceélulas tienen el mismo peso ﬁ'?lj'm;' . EL A.C.P.

aplicado a la imagen mullisspectral da los resultados en las tablas B arag

B
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FACTORES PRINCIPALES
1 2 3 4 5 6 7 B

:@nlmmm 75.51 22.33 0.79 0.51 0.29 0.24 0.18 0.15

$ acumilado | 75.51 97.84 98.63 99.14 99.43 99.67 99.85 100.00

Tabla 3

Eilﬂtﬂthlusp:mtagesrepresmtanlapartedehvarimzamtal“}repm—

ducida ‘explicada por el factor de la columa correspondiente.

FACTCRES PRINCIPALES
T
;| (]
i 2 3 o |cie? ple? SBeledcict
canal | 356 0.078 0.006 Doobl 0,83 | o970 | 0.976
- i |
cana! 2 1,905 0.C58 d.219 3.10 0,962 0,98 i 0,781
samail 3 3.930 s | J.o03 0.319 0,973 s . C,995
= ) R =T - =
canal = D907 . 0.t e0 - b 0.012 0,582 R LH 9,9%
e . i Y i
Ganat 3 b ooade 91593 0.3 S0Tof 0,977 w5 | 0,995
- G - e 1
*dhidt B G.a.4 1. 116 J.0023 0.G0¢ 3,380 i, 988 { 2,989
T B [ T (N YO o (T T R L Y
zani: » V.oile q.m3:1 3 ] | d.001 0,388 0,388 0,389
L i B e
Tabla 4

1= tabla 4 da lcs cuadrados de los coeficientes de correlacitn, simples y multi-
ples : "canales x factores". Estas cantidades miden tanbién por cada canal
zspectral la propercién de varianza reproducida por los factores principales.

ST

(1) Sume 3e las varianzas de los 8 canales espectrales
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[II - TELETRANSMISION DE UNA IMAGEN MULTIESPECTRAL COMPRIMIDA - UTILIDAD DEL
ANALISIS EN FACTORES SEMEJANTES

III-1. Cualidades deseadas para una transmision optimal : satélite-tierra

Despues del A.C.P. las informaciones deben ser transmitidas a la
tierra. Cabe prequntarse : ¢ las informaciones estin adaptadas a los riesgos

de pérdida de informacitn y a las necesidades (almacenamiento) de la tele-
transmisién ?

Enunciemos de manera no formal, las cualidades ideales que deban
poseer éstas informaciones, afin de realizar una teletransmisidn optimal.
a) todas las informaciones caracteri{sticas de una misma célula deben ser de
iqual importancia. Por ejemplo, dado que las informaciones son las coordenadas
demmmymﬂaprioricaiamfomaci&timehmimprdaabﬂidadde;erderse
en la transmisidn, parece natural tratar de que cada coordenada aporte la misma
informacicn (contribucion a la norma del vector).
b) cada informacidn perdida debe ser reconstruida al maximo por las otras
informaciones de la célula.
c) para una cflula, la precisifn con la cual se reconstruye una informacidn
perdida es la misma para todas las informaciones.
d) el umden de tamanoc ée las informaciones, debe ser la sns 4 ; +m el fin de
ootimizay Jas zonas de almacenamiento de informacidn.

Es claro que los factores principales no convienen, pues tienen las
cualigades opusstas. ES necesario encontrar cuatro variables nuevas que llamaremos
"factores semejantes”, cambinaciones lineales de los cuatro factores principales,
tzles que las cualidades deseada@s sean respetadas al maximo. Para la resolucidn
del problema pucden referirse a SCHEKTMAN (8).

III-2. Factores semejantes de la imagen multiespectral

Cuando el rimero de factores principales retenidos es iqual a 1, 2 0 wn

matipio'

de 4, existen expresiones sinples que dan los factores semejantes en
funcion de los factores princizales. En el ejemlo oresente los ejes factoriales
principales “Ups Uys Ugs Uy - estan dades, Si escogemos las expresiones, para
los cuatro edes Zactoriales M zermblables 3;r Syr Sq, 5, se obtiene :

Y

(1' al menos ara los valcres no ma ores de 116,




Bl o e T e L e
5 2 E = 2
L 8 “2*'“3 s N i e
g 3 ’ =5 2

A las direciones semejantes s le corresponden los factores semejantes S que estan
conformes a las exigencias enunciadas en el pardgrafo ITI-1. As{ tenemos los
reaultaﬂoasiglﬂmtes

= &2 r y aliges 2 & &
st | 1.17 st 1.00
£ | 1.4 117 s?| 0.97 1.00
s® | 0.63 o0.62 1.17 s° | 0.54 0.53 1.0
S Do wt OB A e LT i iR S e aee R A o) O 1400
Matriz de varianza-covarianza Matrir de correlacién

var {si/s?, §3, s*] =var[s¥s!, 3, st ] = var[s¥st. -

var L5%/5, 5%, 871 = 0.057

e ) 2 3 -
of5's 8%, &¥, 8] =ralc®s, 6t oS’ Jmanlisiinsny S s I=n[ahinsh; 2 s?)
S s e
= C,C57 X = = 0.97
l - 1’1? O 9 5

Re imporicnte de notar que los coeficientes de correlacicn miltiple son grandes
{0,975} y larc varianzes condicionadas son relativamente mequefias (.057) jesto

peoritn recenstoclr una informacidn perdida con un error pequeno.

En definitiva hemos visto como se han resulto los problemas que se
presentaron en 2l easo estudiado
l -~ comprimir la faformacién (A.C.P.)

Z - 'F"d."&n“.lt r le inforrmacidh con un riesgode perdida minimo
(= u.i.l.l-ql': en factores :_-r..r:'ﬂ]a."!"f_‘s1




CUARTO EJEMPLO : ANALISIS DE CORRESPONDENCIAS

1AS CONDICIONES DE VIVIENDA DE LOS TRABAJADORES IMIGRANTES EN TOULOUSE

En esta exposicidn consideraremos una tabla de contingencia (tabla 1)
extraida de un estudio realizado (6) en la Universidad du Mirail (Toulouse) scbre
las condiciones de viviendra de los trabajadores emigrandos en Toulouse.

En el estudic consideraremos dos variables cualitativas. La primera
variable cualitativa (horizontal) representa el barrio, codif’:ada en 15 moda-
lidades (una por cada barrio que se toma en cuenta en el estudio). La sequnda
variable cualitativa (vertical) es uno de los indicadores de la encuesta sobre
las condiciones de vivienda. Las modalidades son : wc en el ap=-tamento, en el

piso, en el edificio, sin wec.

Ia tabla 1 tiene todas las informaciones dtiles r.ra una interpretacién
lefective, porcentage con respecto al total general (P.G.), porcentage lineal
(P.L), porcentage columa (P.C.), efectivos teoricos (E.F.T.) y contribucion de
cada c€lula de la tabla al valor ‘::2 (c.c.X.2.). Se puede ver a simple vista que
la tabla 1 posee informacicnes interesantes.

Si observams los valores de P.C. y CCX2 notamos que los barrios (1,2),
(5,12,13), (3,9), (7,14) tienen valores muy parecidos lo que nos hace pensar
en wna cierta proximidad dentro de cada grupo. Perc vemos que este trabajo es
fastidioso y dificil, por todas las relacicnes que hay que sacar. Y lo seria

afn mfs si el nimero de modalidades de las variables fuera mayor.
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Con el objeto de completar el estudio de la asociacién entre las

variables (BARRIO x WC) con un resumen mas rico y global utilizamos, en este
caso'!), el anflisis de correspondencias. Este modelo es un caso particular

del analisis en factores principales :

a) los pesos asociados a las wnidades estadisticas (barrio? por
ejemplo) son iguales al total lineal dividido por la talla de la poblacifn. Por
ejemplo el peso del barrio n°l es igual a 0.169.

b) la distancia escogida es la del CHI-cuadrado {xzj .

Qbservamos en la tabla 2 y el crafico los principales resultados
del andlisis de correspondencias de la tabla 1.

Factor 1 “Factor 2 Factor 3
;;'fici;‘;_f"ia 62.55  32.91 4.54
% acumulado 62.55  95.46  100.00
Tabla 2
‘Factnr 2 lf

/sm

/
/
rzpresentacion simultanes
/ por los dos primerocs
;,‘ factores
15
7 14 -
. » /lf
Vot 1o /
S APARTAMENTO
"'_‘_I—-—-..______ i
2 = = * Factor 1

ow

=
| IS
- L

P T PISO
E : \
i EDTFICIO

Yot o st

\ 3%

(1} Estudio de la relacidn entre dos variables cualitativas
{2) Se cemuestra que se mueden intercambiar los papeles jugados por lineas y
columas en el analisis de correspondencias




56—

Dado que el plano principal explica el 95.46 % de la inercir de la
nube la precisin’n con la que se grovectan los datos es excelente.

Las cbservaciones hechas anteriormente en la tabla 1 aparecen en
la figura , es decir, la proximidad de (7,14), (3,9), (12,13,5) v (1,2). Pero
ademis aparecen claras otras relaciones entre las modalidades de la primera
variable (barrios). Por otro lado en el grafico podemos ver otras relaciones
cue son importantes : cuanto mas un barrio se aleje en la d_u:‘ec:ciém de una moda—
lidad de la sequnda variable (WC) tanto mavor es su porcentage del efectivo
en esa modalidad.

As{ podemos notar que 11 juega un rol particular : es elfmico barrio
que se aleja tanto en la direccién de la modalidad "sin WC" pues el 55 % de su
efectivo pertenece a ésta.

De igqual manera los barrios 12, 13, 5, 10 poseen la mayor parte de
su efectivo en la modalidad "apartamento". Los barrios 7, 14, 15 poseen en alto
porcentage en la modalidad "apartamento" y empiezan a tener un porcentage signifi-
cativo en la modalidad "sin WC". Los barrios 1, 2 tienen la mayor parte de su
efectivo en las modalidades "pisc" y "edificic" respectivamente. Por iltimo los
rios 3,6,8,9 juegan un papel intermedario en cuanto a las ‘alidades "apartamento”,

"edificio® y "piso".
CONCLUSTC

Gracias al resumen dado por el modelo adaptado (analisis de correspon-
dencias) hemos podido evidenciar las estructura de las relaciones existentes entre las
dos variables estudiadas, lo gque nos permite en particular efectuar agrupaciones
de los barrios relativo a la indicatriz de "confort" localizacicn del WC. O bien,
construir tablas del tipo sicuiente :



PARTE 2

ESTADISTICA

INFEREL el

(ANALISIS LINEAL DE DATOS UN! O MULTIDIMENSIONALES)



I\Barrio
Porcentage 12 15 13 5 7 10 14
de WC en -
Apartamento 1 .92 1 .957 .76 .836 667
Edificio 0 0 0 |0.035 .120 .082 .238
piso 0 o} 0 10.009 | 0.04 |0.082 0

Barrio | | |

| 1 |
Porcentage 6 2, 8 3 4 o1 2
de WC e.n"‘mx
Apartamento 714 .60 j SEBNEETS .44 .254 .229
Edificio .214 L350 | .356 | .30 Aa7aR 470 .562
Piso 0.071 el 5 oA (ol bos) || (ohimah o k] .200
Tabla 3

En estas tablas, el orden de los barrios es el que se constrnuve provectando estos
sobre una recta pasando por la direccion "apartamento" y entre las direc-
cicnes "edificio" y "piso".
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En la introduccién hemos sefalado que los cuadros de datos
pueden estar estratificados seqin :

- el conjunto de individuos : anilisis de varianza uni o mul-
tivariable. Es el caso de los modelos a efectos fijos, con efectos alea-
torios y el modelo mixto;

- el conjunto de variables : anilisis de reqresién sobre variables
explicativas con o sin error;

- el conjunto de las variables y de los individuos : analisis
de covarianza.

Hemos de hacer notar que todos estos modelos caen dentro del
marco de lo que se llama modelo lineal general.

Segin nuestro parecer la practica de estos modelos conllevan
tres fhases que son las siguientes :

- la descripcién del fendmeno a estudiar y la concepcidn de un
diseno experimental,

- la realizacién del diséno experimental,

- el anilisis y la interpretacién de resultados.

De este modo, las tres fases se pueden resumir en el siguiente
esfquema :

IDEAS A PRIORI
Variables a explicar
factores a considerar

LCCION DE UN a

A S g
discusidn modi{icaciones
DISENO EXP AL |

!
[[COLECTA DE DATOS )
¥

DECISICY DE ESTADISTICA

Prueba de Intervalo

Estimacidn| . = . :
hipctesis | de confianza




-69-

Para el estudio de un fendmeno, es necesario escoger las
variables a explicar (o predecir). Estas variables se llaman también
dependientes ; es el resultads que observamos del fendmeno estudiado.
Necesitamos escoger o definir las variables explicativas (o factores)
que tienen accidn directa sobre el fenémeno.

I - DIFERENTES TIPCS DE FACTORES

Hacemos diferencia entre :
Factores cuantitativos discretizados : acui nos referimos a los
niveles de un factor.

Factor "dosis de nitroceno" en una experiencia de fertilizacidn.
Es necesario escoger los niveles en nimeros y posicicn : (problema de su-

perficie de respussta).

Factores cualitativos : Hacemos referencia a las modalidades de un
factor.

Elemplo :
Factor "variedad" en una prusba de rendimientc. Es necesario
saber el nimero de modalidades y el nimero de repeticiones por modalidad.
Distinguiremos :

- los factores principales o primarios que definen el disefio
experimental

Ejemplo : Factor "variedad' y factor "blogue" en un disefic de blogues
para camparar las variedades.
Estos factores pueden ser :
"interesantes" (factor variedad)
"no interesantes" (factor blogue). El factor blogue es un factor gue

llamarsmos controla o,




- los factores secundarios : son medidas sobre el disefio
experimental. Estas variables "no interesantes" , "no controladas" aparecen
como variables concomitantes (covariables) en el modelo de anilisis.

= los factores de error : "no controlados”, "no medidos",
son aleatorios.

II - DIFERENTES TTPOS DE MODELQ

Distincuiremos tres tipos de modelos.
Modelo a_efectos fijos :

Los niveles o modalidades de cada factor son escogidos v bien
definidos.

Modelo a_efectos aleatorios :

Las modalidades de los factores son extrafdas de las poblaciones
correspondientes a los diferentes factores.
Modelo mixto :

Algunos factores son a efectos fijos v los otros a efectos
aleatorios.

Una vez que las variables a explicar estin e=scogiaas y los
factores definidos se contruie un modelo a priori v se escoge un disefio
experimental apropriado. Es el trabajo que debe hacer en comin el experimen-
tador y el estadfstico. En el secuiente cuadro se resumen los modelos :

Variables | M O DiFF L0

1

)

i |

' xplicativasi ‘ I

FACTORES | COVARTABLE FACTORES Y :

Variables 7oy r ;s COVARIABLES !

1 i FILTER | At . H

| a explicar | | oaz |

| —— s e s e e —_—— B e e T S —————— —_——————

' UNA VARTABLE Analisis de Regresicn Anilisis de !
' . - . 5

varianza miltiple covarianza |

| __{ _(univariable) | (univariable) {univariable) |

T — i ————— e R i o o ! O T . . — —

VARIAS | Andlisis de | Regresién Andlisis de .

e | wvarianza (mitiple cocvarianza i

VARIAZLES | A e S il sl

} . | (multivariabl2)i (mulcivariable) | (multivariable) |

v/ nieia
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ALGINOS RESULTADOS SCBRE LOS ETODCS UTILIZADOS EN LOS ESECFLOS PRESENTADOS

De una manera general, escribiremos el modelo lineal en la forma

matricial siguiente :

Y=X8 + ¢
donde : -"]
Y = ?1 es el vector de cbservacicones de una misma variable
(n,1) ‘x'_J {caso univariable)
e aes qu_
Y = . es la matriz de cbservaciones de g variables
(n,q) 2 . (casoc multivariable)
¥eq an_
[ oE |
o .11 -li} - 3 . : i i
X = . es la matriz : - de las variables explicativas
{n,p) x en el caso de la regresidn
(p<n) nl 2 - de las variables indicatrices en

En el caso
e indicatrices.

E ¥ ¢ son

del anilisis de

el caso del anilisis de varianza

covarianza X contiene variables explicativas

respectivamente :

- vector de pardmetros v vector de errores en el caso univariable

- matriz de parametros v matriz de errores en el caso multivariado

En cada ejemplo tratadc explicitarsmos el vector (matriz) = .



A - EL MODELO LINEAL : UN ENFOGUE GEOMETRICO

EL_modelo
Y = X 8 + E
(n,1) (n,p) (p,1l) {n,1)
HipOtesis :

En el caso de la regresién supcnemos

E(e) = O (esperanza del wvector error es el vector 0)
Var (g) = ozIn (matriz de varianza-covarianza del error)
Errores independientes

Nermalidad de los errcres.

Problemas :

———— —

Dentro de los problemas que abordaremos estan :
estimacidn de los parime--os : :
pruebas de nipStesis

- -
Representacicn geametrica :

"--..._‘_‘_H‘-
Y : vector de cbserva-
ciones
: s.e.v. de F engendra-
N do por las columas
\ de X
N Y : proyeccién ortogonal
de Y sobre 7

F : espacio de variable




I-1. Caso simple : la regresién lineal

1 J{l b{)
i X = -} )..CZ = [lrx] i . — i
e =1

Esto no es mas que la representacidn matricial del modelo

yizbo+b1 xi+Ei i=1r”._'n

Hipbtesis :

- E{Ei} =0
- Var (g.) = 32
? '.:2. D-I
Efe) = 6 y Var (g) = ey

- normalidad de los errores i.e. Eg ™ N[O,-::rz}

- errores independientes i.e. cov {Ei, -;j]l =0 s L B
Problemas :

- estimacidh de los parametors :2, b, b

- distribuciones de los estimadores -::2, bD, bl
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I-2. Resultados generales

Estimacion :

La estimacién de los parametros esti dada por :
E = {t:cx}_l t}{Y (écuaciones normales)
E(8) = 8

Var(E} — (5o 1

Prueba de hipotesis :

= Prueba general :

La prueba cgeneral pretende saber si todos los coeficientes bl ""’bp—l ce

regresion tparé:retms} scn significativamente diferentes de cero. Esta
hipbtesis se puede escribir as{ :

HD : E(YY = bol

XB {hipétesis alternativa)

H : E(Y)
Para esta prueba se utiliza la estadfstice :

-, ,'2
el %70

"

F bajo H
o

F{p-lrn-p}

=2
||
| Tyy| ‘;{n-‘p]

El vector y esta en el espacio F{——-Rn} .

i es el espacio del modelo a priori
de dimension P ; g sub espacio vectorial
(s.e.v.) de - de dimension 1. yy es un
vector del espacio ortogonal a 2 en

1*, F(oY) . La dimension de 2* es n-p.
11._ yv es un vector del sub espacio ortogo-
\ nal a .;len.-'-{din:}dEdeTEnEiﬂnp—].-
Es importante hacer notar cuando se utiliza la distribucién F de Fisher-
Snedecor los grados de libertad (p-1) :* (n-p) estan dados ncr las dimensicnes

: e P Lo L
de los subespacios vectoriales (.7 ) e -

codtnon
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= Erueba de igualdad a cero de un subconjunto de coeficientes
de regresion :

Partamos la matriz X del modelo a priori en X = r:Xl,X2}

X, de dimension {n,pll /

X, de dimension (n,p,) \
51

con p, +p, =p

y el vector 8 en =
=)
2

By de dimension P
Ez de dimension P,

Frobar la hip:;tesis Ho : 3. =0 contra ﬁc : By #£0

1
es equivalente a escoger entre los modelos :
H E(Y) = X8,
S e g o
By 2 B = X8, + X8,

consideremos el s.e.v. w5 engendrado por las columas de la matriz %

De la misma manera que en el caso anterior, se utiliza la estadistica :

S
1Y Y 014
Pa — L O 7 e -
XY () /n=p) I
=
4




asf la regla de decisidn que se utiliza es la siquiente
) S 5_1 se acepta H_

ysiF&jl seaceptaﬁc

con 5utal que P KF{pl' n=p) > ju,f HG Po= g

I-3. Ortogonalidad en regresigi'l

Cuando parti mos la matriz X del modelo a priori en X = “‘1*)‘2}’ las
ecuaciones normales se escriben :

— = - r 5
t |-_~_
txlxl X%, a4 txly

t"Exl t"zxz 3 t’EYJ
Ly ) | E

bajo la ]'Ii]_:ti:tEEiE alternativa :-10:5 1 # 0, la estadistica F se distribuye camo
un Fisher decentrada F'

{Pl r =P, A )

15

S ; g e | )
8, (XX, - txrxz ("R,%,) txle} 5

A =

1
72
es el parametro de no centralidad.

La funcidn potencia de la prueha de Fisher es una funcidn creciente de )

£ i ) . e :
t)(li(z [ XZXEJ .xle > 0 (matriz -ﬂef::nlda non negativa). Por lo
tanto, para 3 dado, la ootencia es mdwira cuando X. X =0

12

este caso .-“51 ¥ 2, son independientes.
———C T 3 =
= ]{lxl}t)ilz.

3, = {txrg} 5(2?

En
E'1
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Estos no son estimadores sesgados en el modelo

E(Y) = xlsl + x252

Se cbtiene la suma de cuadrados explicados por el modelo sumando
los cuadrados explicados por :{1 v X‘Z Esta descamposicion aditiva de la suma
de los cuadrados explicados por el modelo corresponde a la ortogonalidad de

los s.e.v. qu ¥ mg St =
8, > {txlxll'l 0
cov = g =
;) 0 ez
== -

Los dos conjuntos de estimadores son no correlacionacos (incdependencia
estadistica bajo la hipStesis de normalidad).

De lo anterior, se ve el interés de buscar condiciones de ortogonalidad

cuando se planifica una experiencia.,

IT - ANALISIS DE LA VARIANZA

El modelo, las hipdtesis, los problemas v la representacié'n geometrica
son los mismos que en el caso de la regresidn, pero camo veremos en el ejemplo

que sigue la matriz X tiene una estructura muyv particular.

" A = H - v 5 4 o
II-1. Caso simple : disenc experimental a dos factores sin interacion
v_sin repeticicnes

Se quiere comparar los efectos de tres tipos de abono scbre el
rendimiento del trigo en dos tipos de suelo. En la siguiente tabla tenemos
el rendimientc cbserado en las n=6 parcelas.

ABONO !
1 TIPSR
o e e e e e . i e e S P
' 1
; 1 e 3 e .
| SUELO - Ll 12 = .
| ! 2 ¥ W v !
| “21 _ =22 [Esos
! {
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- el factor "suelo" toma dos modalidades
- el factor "abonco" tama tres modalidades

Si suponemos que los efectos son aditivos, se propone el modelo :

Yi.='.;+‘:-. - g G, i

I )
1% i j ij

heon

.
Il

con ¢ : término general
E.i: efecto del suelo i
“"j: efecto del Gbono J

u o+ By +~,rj es interpretado como el rendimiento medio que se obtiene en las
parcelas bajo la influencia simultinea de las modalidades i y j de los factores
suelo y abono.

Eij : es el termino aleatorio

El modelo se puede escribir en la forma matricial as{ :

| [EI= SRR oo 4] ':.11"
o li R e |8, )|
‘:E13 - : i e @D sal- 1 52 = 513;:
EEI T -Apleh Yl Sl -aiay N |=.21i
=2 } 1 G sl Oladle 0) Y, azzi
| B E
_YH-J I_l & i e 0 lJ \ f3_, 23|

es decir : ¥ = X5 + =

Observamos que en la matriz X, la primera columa es una cambinacién
lineal de las otras. Acuf la matriz ¥ est de rango r (=4) con r inferior a p(=6).
Lo que hace que la matriz XX no sea invertible camo en el caso de la regresifn

Entonces estamos oblizados a escocer une solucidn 3'{: particular, seleccionando

una inversa generalizada de k.

+++++++
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II-2. Resultados generales

L}
Estimacion :

Como lo hemos dicho antericormente se hace necesario en el an:;lisis

de la varianza (lo mismo que en el analisis de covarianza) escoger una
inversa generalizada de la matriz "XX. Nosostros introduciremos esta nocién
de la forma siguiente :

Si la matriz A no es invertible se busca una matriz A tal que
AA A = A. La matriz A se llama inversa generalizada de 2. El lector que
desee mis informacién sobre el tema puede consultar a : S.R. SEARLE (9).

Asi tenemos :

(5™ Sy

g =
E(z) = (S0~ Sxxa
var(3)= (50~ S (Fxx)” <2

Frueba de hj;Eétes;g :

Dentro de las hinftesis que se pueden hacer esta la de orcbar si

hay diferencias significativas entre los niveles de un factor. En el ejemplo

anterior una prueba de hipdtesis puede ser :

HE R a= ) ¥ 3

o ]

H : v.#0 para algin j
o J "

eso es equivalente a escoger entre los modelos

H : E(y..) =u + 32

(o] ij il
g . oY= TR o
Hﬂ : E{yi:. i 3
De una manera general escribirercs estas hipdtesis de la manera siguiente
H : E{¥) = X,:
o L
HD : B({Y) = Xz

donde la matriz %, se escoce en forma apropriada.




La estadfstica utilizada es la siguiente :

_tycpo-plm e/ Dl

F

[T |

" Na@-r2) Yo [y /0o

dande Pc: es un preyector ortogonal scbre
P, es un proyector ortogonal scbre £

I
E

con dim 2= r (rango de txx}, ‘-iﬂ:

d.i.rnmf=rl,dim,dl=r-r1 ,dim st =n -

T . s
La regla de decision que se utiliza es :

3 e se decide I:ID

F g 4 se decide Hy

II-3. Ortogcnalidad en andlisis de varianza

En analisis de varianza se encuentra el problema de no ortogonalidad

3
camo en regresion.

'd = 0 = -
Aqui, en el caso de un modelo de dos factores, vamos a representar

las situaciones de ortogonalidad vy de no ortogonalidad.

.oy



:
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IT-4. Interaccicnes

Diremos de una manera general que entre dos variables hay interaccidn
si existe una relacidn no aditiva entre ellas

Ejemplo :
Los dos modelos :

Y=u+ou+ 3v+yav + =

[

W u+xu+5v+',ru2v+5

presentan dos formas diferentes de interaccidn entre las variables y y v.

Aqu{ discutiremos solamente el caso del anilisis de la varianza a dos
factores.

Consideremos el modelo a dos factores con interaccién y r repeticiones
por casilla (i,7).

o = u %, 8 (a3) .. i L="1l
1fi]k S 33 I L “igk Y i f §
o e r ¥
=R T
b = u.: =udoa, + 8. + 8), .
Emijlv::r ij L ] o JlJ

Cuando r 3z 2
= My es estimado por la media de las observaciones de la casilla (i,3)

sy %
Yigam ¢ & Y14k

- la interaccién entre las casillas (i,3), (1,3"),(1",3),(i%3") es estimado por :

a = L - nr - T -
"3, 337 T g = Mg VIS Wy v S )
Cuando r = 1 en el modelo a dos factores, es necesario dar una

forma a la interacecich.

. A -
La forma mas clasica es la forma de TUFEY :
B —
& s (o

2




Se pueden utilizar otros metodos mas sofisticados : =83~

Método de TUKEY generalizada
Método de MANDEL, JOHNSON y GRAYBILL

Todos estos métodos suponen a priori formas de interaccién.

]
Un problema de interpretacion de j.ntaraccién

Un plan de experiencia no es necesariamente adaptado para evidenciar
la interaccidn entre dos factores. Si la casilla (i,3) esta vacfa, ujy MO es

estimable a no ser que se hagan hipdtesis suplementarias scbre iy

jt
Consideremos el plan de experiencia siguiente.
j 2do factor

\EENL} Aoz
ler o el (67 2 n = 12 cbservaciones
factor

2 2 2

BRs|2 2
No de g.d.l. del ler factor : 3 =1 = 2
No de g.d.l. del 2do Zactor : % il = 2
No de g.d.l. de la interaccién : ¢ -3 -3 +1 =1
No de g.d.l. de la media general :1 =1

6

de donde los g.d.l. del error es : 12 - 6 =6

Se puede utilizar el modelc a dos factores con interaccidn

aqi =l) R s i (xR), . .
T L TR S B L

pues se dispone de un g.d.l. para la interaccién pero este plan de experiencia
es inadecuado para estudiar la interaccién {(x:).

En este caso se puede calcular la suma de los cuadrados de la interac-
ol = — o .- o
Cion y del error. Perc la prueba ce TISHER utilizando estos valores no se

I ; - - . sos
adapta a la hipotesis de ausercia de interaccion :

Ho : (;i}-dil__l‘:—{;_,—-i,j,}=ﬁ ¥ 1,4, 4, 3§

-

. - i " » -— - — e
¢ A cual hipotesis la prueba de FISHER esta adantada ?
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casilla (2,1) vacfa : 811,22 = gy —1pp) - (by; = ¥5,) 1O es estimable

casilla(2,1) y (3,2)vacfas : 81,32 = iy —uy0) - (37 = u3,) MO es estimable

casilla (3,2) vacfa 522r33 = {L22 = Hy3) - {u32 - u33} no es estimable
Pero }8 =811 32 * 831,37 * 9;3 33 €S estimable

+ 1

En efecto, )8 = e e Mog tag

11 )

Y se estime por :
_—

Ie ST o e TS SR

"

bajo la hipbtesis EE =0, Ea se distribuve N(0, 3 72}

o -~
ja (T3)2
W v N {\:"rl} H =50 R (lrﬁ‘}
c 3¢
{Eﬁ}z .E {yi*k = 1"J.j.:IE
F = o 1k esta adaptada a la prueba
3 6

JERE D

En general este estadistica se utiliza vara hacer la prueba de
ausencia de interaccidn. Pero en el caso gue falten datos (casillas vacias) se
efectia en realidad la prueba de que ciertd combinacidn lineal es iqual a cero.
- Cuando la prueba es significativa, ha interaccidn pero no se sabe de que tipo ;
=~ Cuando la prueba no es significativa, se decide que [ = 0, pero no podemos
decir que no hay interaccion.

Hemos presentado este casc en el cual hay casillas vac{as para sen-
sibilizar los utilizadores de 1'anilisis de varianza scbre los problemos de
interpretacién de las interacciones.
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L} L
Prueba de higét_e_s_is de_ausencia de_ interaccion (representacicn
cecmetrica)

Se trata de escoger la hipdtesis Ho : ausencia de interaccidn :
Ho : ¥ i,i il el {L'ij = '.Jij,} - [:i'j -uirjl}l =0
i#',3#3°

Se trata entonces de escoger entre los modelos :

=u+a + B + (ag) + £ i.e. Y=Xfg + ¢

P ¥4k i j ij ik

o : Y., =u+a, +58, +¢ . i.e, Y

ijk i i ijk xlﬂ . €

- Sea i el s.e.v, de Rnengendrado por las columas de X. dim.. = s (no. de casil-
las no vacias)
= Sea u el s.e.v. engendrado por las columas de X . Se verifica que

o+g 1
dimw =I+J-1
: 1+=
= lul::t+E-',::' .
; R L i P i
Definimos Wotg PR (dim Sota s-I-J+1)

i ’ 8
RFepresentacion geometrica

bt
+
LR 5]

: ik 2 / (§-I-2+1)
La estadistica utilizacds es F = =55
S Sn ='s
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Regla de dECiSiD;'l

St : F >4 se decide Ho

F ¢f se decide Ho

con ic: el Gue RS E S i e SH ) =

Cbservaciones

R I = 2

e 2 e T e o e
'HY?H =|{¥[|® =] |¥]i

Se necesita una formulacién matricial en el caso general para deter—

minar "l‘yp:rtanm!i:?liz y’l‘!:*:f'32.

= En el caso particular de un plan factorial campleto equilibrado (¥(i,j), nj_j r)

se tiene :

TRy 2
[ l§== e ) S LI T T e X
1,]
y la estadistica de FISHER es :
e T e S ) (e
13 i ~9) "
F = 5
Ve [ e ST (=)
i,5,6 ik ij.

III = ANALISIS DE COVARIANZA

Escribiremos el modelo de covarianza en la forma siguiente

Y = X g + a2 ¥ + £
(n,1) (n,m) {m, 1) {n,k) (k,1) (n,1)

X : matriz del plan de experiencia

£ 5]

: vector de parame-ros
: matriz de las ccvariables

(]




N

-87-

¥ : vector de coeficientes de r&gresién
£ : errores independientes, centradas,de varianza 02 y normalmente distribuidos

Sea 7 el s.e.v. engendrado por las columas des [X,Z]

s.e.v. engendradc por las columnas de X

wy S.e.V. engendrado por las columas de Z

- . S

S “xz 3 Sxv

L]

tx L2z - Cov

Asi tenemos :

Y= 7t Loy - xe)
3 = ["'):{I-z{tzm'l tz}x] : [txu-z{tzz;n'l “2) Y]
52 tiyyit?

T pn=dimg

Prueba de hipotesis de ausencia de efecto de_un_factor

*
Seakl

del plan de experiencia bajo la hindtesis de ausencia de efecto del factor a
pruebar.

el s.e.v. engendrado por las columas de X. X* es la matriz



Sea Y la proveccién de Y scbre -

Y* la proyeccién de Y scbre el s.e.v. engendrado por mf Y uy

La estadistica utilizado es la siguiente :

_|'|§~}’;;2x

F

jo)
dim.{uT o 20

Hye 2

% . :
( wy ® mzlp es el complementarioc ortogenal en © del s.e.v. u’; & u.12:| engendrado

=
POr W) Y w,

/ (ndim .)

et = w®™ 2 g2

B EE
=

s

Et Y 1, son estimadores

Prueba_de

STedt R

e
v = %5, txxy sty

*
de los pararetros del modelo reducido

hipdtesis de ausencia de efecto de una covariable

La prueba se hace ce una
~1 es el s.e.v.

x
w, es el s.e.v.

misra manera. Aguf,

engendrado por las columas de Z

engendrade por las columas de 2 . Z » Matriz de las

ccvariacles que aparecen en 21 modelo reducide

Lo es el s.e.v.,

encendradc por las columas de X

=38=
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IV - ANALISIS DISCRIMINANTE, ANALISIS DE VARIANZA MULTIVARTABLE

El analisis factorial discriminante (A.F.D.) permite cbtener la
mejor discriminacidn lineal entre diferentes poblaciones de individuos. Nosotros
trataremos el andlisis discriminante entre dos poblaciones y después entre k

poblaciones (k x 2), camenzando siempre por el caso univariable, dando asi
una generalizacion "intuitiva".

£
IV-1. Discriminacicn entre dos poblaciones

Una variable medida

Sean £, Y P, poblaciones sobre las cuales se ha medido un caracter

Y. Se supone que :
Y N [;1, 32} sobre Pl

2
YN (i, o7) sobre Py
Sea n  (resp. n,) el mimero de observacicnes de P, (resp. P.,). Notaremos T
la variable correspondiente a la medida del individuo j de la g&blacién P
(lcig2, léjini}-

i

Estimacion oo
-.;'.‘ij
Se estima Ly POr v, = 'L-;_\— il = 1t 20
=5 i ny
X 2
2 & 431{y1j e
=% sobre B, por : g, =-—
L
B ke §
" 2
L ‘Yﬁj )
¥ = = 22 = -.|'=l = =
sc:b..e:2 ;::cr.,2 = n2-1
Un estimacdor sin sesgc de la varianza camin a las dos poblaciones es :
2 =2 & D e 2
(et I (= i e e Lo S e 1 M T
= 1 1 2 2 o R SNy
g = = — =
n, +n, - 2 n, + N, - 2
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Para discriminar entre las dos poblacicnes se utiliza el criterio de

YAl

Do ke -
;c(—l-n-—l}

n !"12

—

Prueba de hipotesis

Se utiliza, para escoger entre Ho : My T Hy Y Ho : uly!uzlaragla
de decision

|Ti> t = Ho Se escoge t de manera a contro-
| lar el riesgo de primera clase =z

|T's t ==aHo
o sea 155 |T;>tjﬂo}=u

'I'zb t2 -rﬁo

TEE t2 w—y o

Bajo Ho, T es una ley de STUDENT con ny +n, - 2 g.d.l.

Sabemos que :
: 2
A iy o
T = ‘2.1 =
0 k= +=)
A D

sigue bajo Ho : .4, = u, la lev de FISHER F(l, n, + n, — 2)
e Ho : 1 Her

Se puede escribir T2 pajo la forma :

n I
T2=n1:2 =2
T

2 =
con D = {Yl.- ¥y ) {02

ciores P, y P, con la métrica _l—,,

}_1 h'l.- v, !, distancia entre las medias de las pobla-

- "
Punto de visio geametri

En realidac, s= podrian ccnsiderar las poblacicres ‘:"1 Y P2 como

-
niveles de un factor (pctlacion! '+ utilizar el modelo lineal :
e b i A B
Yl] 1 9.7]
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Sea en R {n=n1 + n,) el subespacio vectorial . engendrado por
las columas de la matriz :
ol {my - veoes
JE )
.o e i‘nz-vemas
i |

Sea 0% el espacio ortogonal de . en R" :

dim © = 2 , dim 2*= n-2

El vector de cbservaciones Y tiene por proyeccion Y scbre

ey e
11 e |
: H ﬂ}. = Veces
i - i
::’21 S )
5 5 - veces
y2n2 ¥or \ ¥

Sea w,el s.e.v. engendrado por 1 ; Y la pro;mcién de Y sobre wy

1

EY.--=n+ﬂ
vEeCes 1

™

o yi-‘.

Utilizando la métrica Zuclideana
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& 2, ol 2 ) 2
H S S a IS R I o)
=1 i=1
"""'-II 2 2 2
HlEst 4R ST RS )
i=1

Ia estadfstica utilizada bajo Ho es :

_lexl®a

[ n 4ny-2)

F {lr.nl'f'nz-zj

P variables medidas

Buscamos discriminar entre PlYP, utilizando las p medidas hechas

sobre los n = nl + n2 individuos.

Sea Yy (i= 1,2) el vector de p variables

(1) (1)
¥y | 2 ]
| 0 NEGES) donde M, = |
" (p) P *(p)
¥y )

—

con Y{]] (resp. uij}ﬁ jésima variable (resp. jésima media teorica) de la
pcblaci&-; i(i=1,2) v | la matriz de varianza-covarianza.

Para simplificar la escritura, utilizaremos las letras x e y para
representar dos variables cuales guiera entre las p variables medidas.

Matrices de dispersion

—

- Matriz de dispersion de la poblacidn i (i=1,2)

G Metes 2
Wmc = ,E‘ {X 5 = :{:L }I
=i
n.
(1) i
W e s (e MR, T MO 1 PR S,
XY ey L T R S
S
(a5 e e
firades )
N 2ol el
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Se arreglan estos slementos en la matriz W{i} de dirmnsi&n (p x p)
a la cual estan asociados n, - 1 g.d.1.

— —

ey

W{i} es la matriz de inercia en R de los puntos de Pi' i=1,2.

- Matr{z de dispersién comin : INTRA
(1) (2)

W=W + W
= L) (2)
il.e Wxx = W}m “r Wm
(1) (2)
W_ =W + W
xy xy xy
W= W{lll p WEZJ
Yy ¥y yy¥
: - ; 1
A la matriz W estan asociados nl + r_12 2 fepfm ot - T Ey, sz W estima
sin sesgo la matriz de covarianza i
- Matriz de disEersir:Tn entre poblaciones : INTER
- 2 2
E}m_nl{xlc _xtl:l +:-12{x-21- _x-v}
B kT L B B o s e )
i AR TR
B iy = el

Se arreglan sstos elementos en la matriz B de dimension o x p) con

=

1l g.d.
S



-y,

?xx ...... %xy '
T : :
...... B
BFK vy
5 41

B es la matriz de inercia en R® de los puntos "media" de las dos poblaciones.

Un cdlculo elemental permite demostrar que :

n
) & s i ks Frr 3
BT A A R e s e Y R T PO T B
de donde :
n
B = nltzn {xl - X%, }2
plote iy 2
n
o T e g
Bxy = n, * oy ({ ' ;Z_I{xl xg_ﬁ
n,n,
B = 1 2 e = Y5 32
vy FNRSERTS
Se definimos por :
Db t
d=|x, -x entonces B = = Gl
1 2 e
s e
.7 Y2,
- Matriz de dispersicn total
T=B+W
L T — -3 i 8 2
U =Ny s = (2, = x )iy, . - )
o = <y i = £ 1]
T*I=B"r—T : -. :[E__.-.-}r ]2
- }.‘ }‘} i j - -
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T es la matriz de inercia de los puntos en Rn, a la cual estan

ni=lraad.li

asociados

I
(e 8

= n1+n2-2

o, e Sy
| XX | B, = i.%%
e | B = ¥ INTER
o e %%
XX, YV y B, = <XX, Y
M= LN S
2 I
T = | Y |° TOTAL
v \
T = XN, ¥
.

Prueba de hipotesis Ho : ¥, =, conmtra Ho : M, 7 1L

—

Bajo la hipotesis Ho : M, =1L, (de igualdad de distribuciones de las

=

poblacicnes P\ v P, sobre lgs p caracteres medides), T es la matrfz INTRA

residual.




La estadfstica de la prueba se cbtenida por el metodo del cociente
de mrosimiliti.ﬂ“}.

Sea ) el cociente de verosimilitud

2
P e S _ 1
A= qweB|STps en@) = 2
1 +
n,+n,=2
( A es la estadfstica de Wilks)
n n
con T = 122 (n,+n,-2) e T
R — 5 ity
Y da(a
N e
y a = :
L

D2 es la distancia de Mahalancbis entre los puntos medios de

. : . -1 LeSacl]
las pablaciones P szrlanEtricausadaech con W ~n1—+-n2:2—W.

1 c
L
= mz DP es el equivalente multivarable del cuadrado de la estadfstica
1
o
de STUDENT ; T° = n D, es la estad{stica de HOTELLING.
1

Regla de decisiéh

A <Asl  se decide Ho : M, = M,

A< se decide Ho
De una manera egquivalente se tiene :

‘I'2>1: se decide H
a o

TZST se declide H
o o

B .
(1} Cociente de verosimilitud : Sea L la funcion de vercsimilitud v * el co-
ciente : S
ke sup L

As{ se utiliza la regla de decision:\si {,<)s] =pHo
jsE X "EE:;#HG
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1l + qu{nl_‘_rlz_z}

Se puede mostrar que la estadfstica
n1+r:2-p—1 1 nln2 D2
s : _—— =

= nl-m2 2 ny + n,

sigue (bajo la hipotesis H::-::L’L#viz} la distribucion F{p,n1+n2—p-l}

Funcién lineal discriminante de FISHER

Queremos determinar la variable Z combinacidn lineal de las
variables iniciales Y[k} que permite discriminar mejor las dos poblacicnes.

Se trata de determinar V de camponentes Viyessor Viseany vp tal que
la variable Z = ‘% vi*f“-’ maximize el cociente de la variabilidad INTER y de la

variabilidad INTrA.
De esta manera se determina que V es tal que :

WV=deav=yw'ad

SRl LiEOseats
Wa= faw a %ty +my - 2)

IV-2. Discriminacion entre k moblaciones

Una variable medida

Sean k poblaciones Prr Poreeey P sobre las cuales se ha medido un
7, -
caracter Y. Suponemos que ¥ - N I:_i, :~) scbre la poblacion Pi.

. Sea ny el nimeroc de observacicnes de la poblacién .

Notaremos l-"j la variable corespondiente a la medida del individuo
j de la poblacién i.
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Estimacidn
Para la _pcblacién ?i : nj
L Yi
Se estima : ui F.:,r : YJ. — :]“-—'__ [i=l;-¢-pk}
n4 ni 2
[ —
=) j£1 tigle dag)
oi por g
= R

Un estimador sin sesgo de la varianza camin a las k poblaciones es :

‘i -2 L 2
(n;=1) o e e sy
e e = Tl s e
g = k = k
) (n,=1) g =
b s =105

Para descriminar globalmente las k poblaciones se utiliza el criterio

de FISHER : k : k nj
L 2
n. JI — 1 il - —
F = ! i
k-1 E TH. =
1
i=1

Prueba de h.lp:fﬁ:eg S

. o . et 3 = - t Ere i’ T .
Ho : My hy L, contra Ho : 3 al ety t.q._i ff..i.

Se utiliza la regla de decision

B =5 5:1 __’-ﬁf.‘

D i 2
con S o i i | i i e
= 1 gie ] [

. - o -
Representacion geometrica

En este casc el s.e.v. . es encendrado por las vectores de la matriz :



(n,k)

k
conn= } n,

1

i=1

=
Il

1 Do g O
1 [OF mme o 0
0 L s 0
T 0
B oo 9]
s s ssene 1
0 Osvsssns 1
Iaprqrecciande‘fsobredes‘f:
7.
v -
=ale
Y. ,
. \

Sez

4 el s.e. encendradc por 1655

-

=l
I

L
}Irl-!

: [- =
: \

y
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ﬂul

la ;,rﬂyeccic:n de Y scbre 4 es Y

Si utilizamos la métrica Euclideana clasica

% Dy

) _L{V = }2
L - -lj Yi
i=15=1

32 Y ey ]2
i -t -
i=1

i 2 ‘f"'rk—a.
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Se hacen ulteriormente comparaciones de medias dos a dos para
discriminar las poblaciocnes, cuando Ho es rechazada.

P variables medidas

Buscamos ahora discriminar k poblaciones utilizando medidas de p

variables hechas sobre n = ) ny individuos.
i=1

Sea y: (i=l,....,k) el vector de p variables en la poblacion i

Y NP (M, e 1 = R )

Camo anteriormente se utiliza las letras X, ¥ para representar dos
variables cuales quiera.

Matrices de dispersidn

- Matriz de dispersion de la poblacién i (i=l,...,k)
La matriz es iqual al caso de k = 2

- Matriz de dispersion comm : INTRA
w=wl) 4w o )

A esta matr{z estan asociados ) {ni - 1) =n =k g.d.l.
i

- Matr{z de dispersion entre poblaciones : INTER

k
Horeir s Drahie it s 3
XL i=1 a

k

= U Xoe X Ol P s

=R o ik

k

= 2
B = Il E 5 - 1 ]
Yy i;l 1 Yl. o

i o [ B
3 Xy
B = ;
o B,
R ==
s o

B es la matriz de inercia en F' de los k puntos "meciz" de las k poblaciones




- =
Representacion geametrica

=k
= ]
4q = k-1
B =!|¥ 2
=
S 2
b p o
B, = ¥, W
xy

Si pzk-1 ; “, ?‘;', engendran "en general" g de dimension k-1
x, ¥y de dimension p. i.e.

¢+« ENgendran "en general" un s.e.v. de o

rango(B) g k-1 si pzk-1
rango(B) g o si pr<k-1

La matriz de dispersidn total T = B + W es la matriz de productos
escalares de las variables X¥, YY que se "desplazan" en ,,1* de dimensicn n-1.

4 i e 1 . o .
Fruchba de hipotesis Ho : M. = 12 =,..= 'I'n: concra Ho : 3:1,1'} : 5-11 g
= | Ui =

Se trata de decidir entre Ho : las poblaciones P Py tienen la

1 )
misma distribucion Yy Ho : dos poblacicnes al mencs son diferentes.

El criterio utilizado es el cociente de verosimilitud
2 W W
_1'_ = '.J ?I = —— =

B+ L
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Fegla de decision

Si Eu apoe 1 se decide Ho

Si E) z A se decide Ho
donde EJ es tal que

B [.;H.l,f ng] = a

1)m Log- es asintoticamente distribuido como un ;{k—l} (aproximacicn
de Bartlett(1947))con :
m=n-1-EBX
2
Para wna informacion mds campleta ver Rao (5).
W .
2} A = — = e s o L GE ” los valores proprios de T o

7| 2

La_funcion discriminante de TISHER : otro criterio de escogencia entre

Ho v -@ s
Camo para el caso de dos poblaciones se busca la cambinacion lineal

(i ) P : S . :
2 = ? v, ¥ ) que discrimine mejor las k pcblaciones en el sentido del cociente

INTER, INTRA.

Variabilidad INTER

k

S R i 45 )y N

1 -
Variabilidad INTRA

AU o S R

iy 43 3

; CUBV - £ o ]

El cociente @ = — alcanza un maximo para V, vector propio de W " B
correspondiendo R al valcr Propio mﬁir_:ranfie de '-l. asf @ = ‘-1.
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El conocimiento de la ley de 1 bajo Ho permite construir una regla
de decisién adaptada a la escogencia entre Ho y Ho :

El valor propio nds grande es utilizado aqui camo criterio de esco-
gencia entre la hipdtesis Ho v la hipdtesis Ho .

El vector propiov correspondiente al valor propiomds grande se
llama el primer eje discriminante.

# _1
Se notara ‘-1 20, % e ‘-.r los wvalores propiosde W ™ B en

orden decreciente y vl' sesy ‘Jr los vectorespropios correspondientes. Si los

valores ‘«2,.,._. .\S son grandes (s ¢ r) las cambinaciones lineales asociadas a
UE, ey vs son discriminantes.

La hipotesis Ho es demasiado global, asi preferimos decidir de la
dimensicn del espacio que incluve los puntos medicos de las k poblaciones,
tomando en :cuenta la variabilidad INTRA.

Los valores v vectores propiosde %' B son los mismos que los de T_]'B.

Con respecto a la tecria del A.C.P. presentada en el pa_ré’grafc} B de la parte uno

se ve que Vl' o t.r'r son formas lineales principales de la nube de puntos medios

de las k pablaciocnes :

4 e
ﬁqui By T . san respectivamente los matrices V y M de la teoria del

A.C.P. Es decir que el espacic de las unidades estadisticas se proveende la
metrica de Mahalanchis.




Espacio discriminante

_lm_

Se pretende escoger, con la ayuda de una regla de decisicn mﬁtiple,
entre las (r+l) hipﬂtesis Hi :dimE=31i (i =0,1,...,r)con E espacio de
representacion de los puntos "medios”.

Daremos dos reglas de decisién adaptadas al problema de decision
nm'.T.ti.ple :

Mrimera regla

SEdBcideHi:dL"nE=isi

TE e A

i E Ea} ki+1

r:xmfi:talqua P -"1”3:1"’ Ho} = q

Secundo reqgla

Para escoger entre ch’ H
2 2

ARy Hr se procede asi :

2 Py
= se calcula e (O estadisticas de Bartllet correspondientes
a BU' Bl"”" Br_li.
x2 B g.d.L:
%:: TR -(n- °+~2—k Hlog 2 +.. 4log? ! p(k-1)
t :2 = "
| e = {s E‘;—] dogfuy +eerloge k| (p=3) (k=3-1)
: i
. ! . |
2 ' PG - E |
[BeE = G S ks e (p-r-1) (k-r) |
con (1 + —)= 2 yn=,n -k
8, i
i
-decidi:Hj : dimE = j si
2 2 : -
'Rj;‘-j+1 (resp. B_, B_..HH.} son sisnificativamente pecenos y si

(resp. B__
-

B.} son sizmificativamente grandes .

Foaeaey
1] G

.1.._;-1;1-.-; -.!'_D

p—



B - EJEMPLOS e

PRIMER EJEMPLO | ANALISIS DE LA ALTURA DE LA PRODREDUMBRE EN
FUNCION DE CARACTERISTICAS DE LA MUESTRA TOMADA
DE TRONCOS DE ARBOLES A 1,30 M DE ALTURA (1).

Altura de la podrecunbre en funcidn de caracteristicas de la muestra
tomada de troncos de arboles a 1.30 m de altura.

En este experimento se trata de preveer la altura de la podredumbre en
funcidn de :

- di&metro del arbol a 1.3 m

- diametro de la podredumbre a 1.3 m

- el estado de la podredumbre codificado por O, 1, 2, 3 segln la carac-
ter{stica de la agravedad del atague, apreciada en 56 muestras de troncos.

Fara estudiar este problema hemos hecho primeramente estadisticas

elementales v después un estudio de recresidn.

Estad{sticas elementales

‘ No. de la variable . Nambre de la variable | Medias r Desviaciones
. : F estandard ;
i | o e 2 =
i 1 | @ podredumbre | ©,1196 x 10 0,815 x 10
! . ' 2
| 2 | g drbol | 0,285% x 10° 0,708 x 10" |
I |
| 3 | Estado de la podre- | 0,1910 x 10 0,106 x 10' |
;' i dumbre i 1
i 4 | Altura zodrefubre | 0,295 10° | 3

et
b
[ ]

[
[
[
¥

s
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Hemos eligido un programa de recresién miltiple ascendente. La idea
de este método es efectuar regresiones : primero tomando solo la variable mas
correlacionada con la variable a explicar luego con la sequnda variable que
junto con la primera tiene el coeficiente de correlacidn miltiple mayor y
as{ succesivamente. Esto se hace con el objeto de que eliminando ciertas
variables explicativas se puede mejorar considerablemente la estabilidad del
modelo.

Regresidn multiple ascendente

Introduacic';n de la variable 1 (@ podredumbre) ; es la variable mas
correlacionada con la variable que se quiere explicar (correlacion 0,818).

El resultado del analisis nos da que la altura de la podredurbre :

Altura podredunbre = 0,8378 x 10° + 0,1218 x 10° x @ podredurbre

- desviacibn standard residual = 0,7044 x 10>

- R (correlacion entre Y v ¥) 0,818
- prueba F global : F = 109,23 con (1,54) g.d.1.
(t =.F = 10,45
Cuando el valor F o t aparece con dos asteriscos (3%) o un asterisco (=) cuiere

decir que el coeficiente es significativo al 1% v 5% respectivamente. En caso
contrario no es significative.

Introduccion de la variable I (estado de la podredumbre! ; es la variable
explicativa que junto con la variable 1 tiene el coeficiente de correlacion
miltiple mas grande con la variable a exwplicar,

Altura podredumbre = ©,4899 x 1{32 + 00,8795 x l-i}1 ¥ P podredunbre
T SRS l{:2 X Estado rodredumbre

i . ~ L = 1 [ ] = 1
= Desviacion estardard residual = Q,8335 =z 1C
- R = C,858
= 74,41 cen(2,53)

e N _.'.."'.,_.

|
j

t de student zara los coeficientes de la podredumbre
P
= D,J

La
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t de student para los coeficientes del Estado de la podredumbre
o=
t= 3,71

Tercetr nivelf

Introduccidn de la variable 2 (@ arbol)

Altura podredurbre = 0,5825 x 10° + 0,8986 x 10* X @ podredurbre
+ 0,3824 x Estado podredumbre
- 0,3262 x @ arbol

- Desviacion standard residual = 0,6392 x 10°

R = 0,858
F = 48,74 con (3,52) g.d.l.

- t de student (podredumbre) t = 5.52°%

t de student (Estado podredumbre) = 3.23%
- t de student (@ arbol) = - C,23

CONCLUSICHNES

A traves de la regresidn ascendente observamos :

- el crecimiento de R (coeficiente de correlacién miltiple) conforme
se introducen las variaoles,

- la "estabilizacién" de los diferentes coeficientes de reqresién ccnforme
se introducen las variables 1, 2, 3.

= la disminucidn de las desviaciones standard residuales (con excepcidn
del nivel tercera)

= la prueba de student en el nivel tercero nos dice que el coeficiente
de regresion de la variable 2 (@ arbol) no es significativo.

En conclusidn la ecuacién de regresidn que de debe usar es la del
nivel segqundo.
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SEGUNDO EJEMPLO | ANALISIS DEL EFECTO DE UN DESINFECTANTE SOBRE
LOMBRICES DE TIERRA EN UN DISENOC EXPERIMENTAL
EN BLOQUES (2)

En el experimento se trata de saber el efecto de un desinfectante scbre
las lonbrices de tierra en una parcela dada.De esta manera consideramos :

la variable que se desea explicar y : nimero de lambrices de tierra
por cada 400 gr. de suelo (después del corte) en une parcela dada.

PLAN DE EXPERTENCTIA : En bloques "al azar". En el experimento tenemos :

= 4 bloques
- 12 parcelas por bloque ; cada nivel del tratemiento es repetido

1 vez por blogue salvo el nivel "testimonio" que se repite 4 veces.

Los niveles del tratamiento desinfectante scn :
| 0 (testigo)

CH (dosis simple)

CN (dosis doble)

cs

CS

™

d= L B =
e S

1 CK
i 2°CK

oW -1 v W
(1]

N, G5, @M, CK son productos que se aplican en dosis simples v en dosis dobles.

- existe una covariable X = nimero de lambrices de tierra en 400 g de

suelo en la primavera =n una garcela dada.
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| il P
O 2ok 1oN| 1M | 2am| 2cs| 2ck| O
269 | 283| 252| 212 95 | 127| 80| 134
466 | 280| 398 | 346 199 | 166 ! 142 | 590
iesies 0 o | 2o ICK| 1oN| 1| o©

BIOQUE 1 | 138| 100| 197 263 " ICH e ragls 4T 74 BLOQUE 2
194| 219! 421] 379 R | R [ S iy

25| 1cK o) 2CN ] o] 2cM | 1Cs
282 | 230 216 | 145 83 25 42 62
221
1M
153

268 | 505 | 433| 408 292 | 352 | 132 | 454

o | 2on| 2cs| 1cw o | 2on| 2cs| o
BLOQUE 3 102 193 128 42 AR | ) 17 19 BLOQUE 4
363 561 | 311} 222 254 92 28 | 106
2 8] 14 o 1CS 1 o 2001
162 191 107 67 23 19 44 48
365 | 563 | 415 338 80! 114 | 268 | 298
i : I
MODELO 1
T Byt oAl Sein
Y = nimero de lambrices de tierra observadas en la k-ésima parcela que

estin localizadas en el bloque j v reciben el tratamiento i.
media general
efecto del nivel i del factor "tratamiente" 1 =1,2,...,9

=
Il

4
I

il
Ej = efecto del blocue j 5 v B rpl |
':ijk = efecto residual

Se supone que los efectos "tratamientos" v "blogue" son aditives y gque las

observaciones son independientes. S

(1) Las lftras indican el nivel del factor tratamiento. La primera cifra corresponde
& a = . 5 - - ¥

a "y" ntmerc de lombrices de tierra después del corte. La.segunda cifra corresponde

a "X" nimerc de larbrices de tierra en primavera.



MODEIO 2 :

ek T b o

' -y + g,
Yigk i 3 e SRR

. ~ =
Aqui introducimos la covariable centrada % 4k

ANALISIS DEL MODELO |

Se trata sucesivamente :

- las ecuaciones normales

- el cuadro de andlisis de varianza
- estimacidn de los parametros

-
e
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- une descamposicion de las sumas de cuadrados ajustados de los

tratamientos.

Las ecuaciones normales

SUMAS S Madiasu}
| 3 E'l SE 53 By 1 R TR T T i e Maraginales
agii 12 12 12 12 [ e O [ (e LY T 14 6BOD 105.83
128 OF. Ok TR o P R R ) B T | 4 383 365.25
117 o) (o) 7T e | P [ e v e | 3075 | 256-25
1) (5 T ] P [ | Fomits M e | 4 752 396.00
12 R L g [ 8 [0 1 12 e | Zz 470 205.83
o o T R Wl 1 o G 5 858 366.13
A A Sl T 1 066 266.350
4 OO B Cre e 1 265 316.25
YR T (e 928 232.00
i e T o 877 219.25
ey 1 431 357.75
e o 1 241 310.25
42550 892 223.00
4 gi] o8 28C.5
%% (modelo 1! Y% (mogelo 1)

a - ¥ 1 a -
%% es una matriz sirésrica - hemcs representado solamente la

zarte superior,

---------

(1) Cociente de S por el elemento diagonal de la fila correspondients de t:{x
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TABLA DEL ANALISIS DE VARTANZA

Fuente de 1 a.1 suma de cuadrados P
variacién | 99" | cuadrados | medios

(S5.C.) (C.M.)
TRATAMIENTO 8 157 448 18 681 1.30
ELOQUE 3 289 427 96 476 B.38 w=
ERROR 36 544 690 15 130
TOTAL . 47 991 565

Se cbtiene, por ejemplo, facilmente la suma de cuadrados ajustado del factor
"tratamiento" por el calculo siguiente (ver ecuaciocnes normales).

2 2 2 2
(5858) " . (1066} ., {1122) _ (14680) = 157448

16 4 4 48

Dado que la prueba de hipc;tesis P "tratamiento" no es significativa,
no es necesario ir mis alld con el anilisis del modelo 1 . Sin embargo, nosotros
sequiremos para preparar el analisis del modelo 2 .

-
ESTIMACION DE LOS PARAMETRCS

Notemos que la matriz txx es singqular. Por lo tanto hay que introducir

condiciones suplementarias para dar un sentido a los pa.rafrnet:r:::us“:| :

Para estimar Ty por ‘x‘i =Y
B e e
3 Sl
PRSI,

se utiliza las condiciones suplementarias :
l! 4714"24’--«*?-:'\-’
/ pa e o b
1 2 4

las estimaciones cde los niveles del tratzmiento son

(1) Escoger condiciones suplementarias es eguivalente escoger una inversa
generalizada de tl{x T STy SOy
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Testigo i + 60.30

—_

1 N T - 39,33
2 XN T3 + 10.42

1 CS T - 73.83
cs B - 86.58

1 ™ 6 51.92
2 o 4.42
1 CK g - 82.83

2 CK g =

Una descmq:osici’én de la 5.C. ajustada de los tratemientos :
Consideremos las hipdtesis lineales definidas por los métodos :

=
Testigo | T, - 4 + 4
1 QN t 0 -2 ‘ -2 -2 + 1 + 1
2 N T + 1 + 1 + 1 + + 2 I o
1 CS i o) -2 + 2 — e IS
2 Cs T + 1 ~mthg | SRR + -2 2
5 - ]| | |
{ i '
1 & |l 0] g 2 - 2 | + 2 1
2 M 5 + 1o w1 | -1 + 2 -2
| yh e | =
BCE I | o | | +2 | +2 ; = el
| |
= | & [ { o g
2 CK o 1 | | 1 I it ll 2 | 2
\ o casTEgT s\ = /
o1 %2 e Hy
= 5 et i A S . =0
s g Sl el el B ke
(1 g.d.1.) (comparacifn Ze la dosis dcklz del desinfectan<s con el testigo)
H2 E 13 + 75 + :? + 79 - 2['2 Pl :'5 + taj + -'if,l =
(1. g.4.1.} (1inealidad entre lcs dosis dogles = testico.ecn la dosis simple).
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H3513—212 =?5-2'4
T?—ETE =r9—2:d
T3 -212*‘15-21‘4={T?-216+19-218]

(3 g.d.1l.) misma desviacién entre los desinfectantes (CN, CS), (CM, CK) v
((w,Cs), (M,CK) )

H4E 2TJ +-:2 =2T5+T4
21?+T5 =219+~B
2{'[3'1"'[5}+32+T4=2{T?+791+T6+TE

(3 g.d.1l.) igualdad entre los desinfectantes (CN,CS, (CM,CK) y((CN,CS),(CM,CK))

En estad{stica una muestra de n cbservaciones posee n grados de liber-

tad. Pero a partir del momentc en que k relaciones independientes existen entre
las cbservacicnes el nfmerc de g.d.l. es n—k.

Asi por ejemplo la hipbtesis Hl camporta una relacién lineal entre las
niveles de dosis doble y el testigo v por lo tanto tiene an grado de likertad :

SR T =T

000Co - 401010101-

- - -

Es claro que la matriz Kl tiene rango 1 i.e. el espacio engendrado por las

columas de X, es de dirensién 1 (o sea, la hipotesis H) tiene 1 g.d.l.).

El resultado de las pruebas de hipdtesis estin dadas en la siguiente tabla :
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| |
Fuente de ' !
ﬁriaci&] -i-g-d-l-p 4 S-{:t CtM- E
TRATAMIENTO 8 157 448 |19 681 | 1.30 nstV
- =
Hl ! 1 | 57 207 |57 207 3.78 NS
H, 1 31 140 |31 140 | 2.06 Ns
Hoo s 3 25 693 [8564 3 | 0.56 NS
H, 3 43 408 | 14 469 | 0.95 NS
ERROR 36 544 690 |15 130

ANALISIS DEL MODELO 7
Se trata sucesivamente :

= las ecuaciones normales

- tabla de analisis de varianza

- estirmacién de los parfmetros

- prueba de las hipbtesis H), Hy, Hy H,

Las ecuaciones norrales

l T
Ul B8y J.“':2 53 EHET'_ T T%- Mo T Tp - - oo ¥ SMAS
T T P T T R [ i T O T e o) 14 680
R [ e O i e P T [ Tl 1 [ o 1| 87.13 4 385 |
[0 o Pl Y (S T T SR i e L1 oy - 48.12 2 075
LS (o) i e S [0 S BT ] ‘ 16.80 4 752
) I T R (B 1 Ly o i i - 55.78 2 470
} R O SR G T - E.Cl 5 858
T T (e M G G S e e | - 27.95 1 066
" o B o Bt o o T ol | - 31.20 1 265
 Sele e T P o Tl P e B 928
£ 0 Sy e 10.05 877
JSqesel o - 0.20 1 431
e Sl 13.55 1 241
R dhe 14.05 892
4 [ 66.05 1 122
Y imedelo 2 tX]( (modelo 2)

=

{1l) No significativc se denota NS
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En la columa v son las sumas de la covariable centrada asociadas
a los diferentes modalidades de los factores.

TABLA DE ANALISIS DE VARIANIA

Fuente de | ol J SUMA DE e MODELO 2
variacion AT covariable | PRODUCTOS |variable

f Stol Sl [ 7
TRATAMIENTO 8 29 142 -9 222 157 448 | 237 192 |29 649 4. 164
BLOQUE 159 618 175 a73 289 427 e = =
ERROR 36 121 408 | 139 278 44 590 | 249 6C1 | 7 l3li
TRAT. + ERROR | 44 150 550 | 180 056 702 138 '

La prueba F del factor tratamiento en el modelo 2 es significativo

F =

29642
7131

= 4,16 =

ESTIMACTION DE LOS PARAMETROS

.
La estimacion de

Y est

~ 189278

121408

= 1.559024

Si se utilizan las mismas condiciones suplementarias entonces se estima :

U por y
BB, rkipes T 1% pad
8. ry . =13y --Z.—E
jpa "r.j. e ¥ wille

Testigo | o | 68.11

1o ‘ s o424

A e Bl
(s L T
2 C5 IL T (ei102.25
IME sodi 21 4852508
2e | -2 1-16.70
s Sgtel I S T
2 | Tg | -12B.30
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. b4 .
Prueba de las hipotesis Hl,r Hz, H3, H:i
Fuente de o Ee e 1 o 4 5 HibdﬂlﬂFz
variacidn 9-@-%- | variable |productos i) e Y e e 1
Hy e Scal IEE e 52 103 465 |103 464 14,51 e
H, 1 2 204 8 285 31 104 473 | 10 473 1.46 NS
H, 3 882 2 606 25 19 698 6 5aj 0.92 NS
H, 3 22 975 |- 6 837 43 332 607 [110 869 15.54 e
Error 36 121 408 |189 278 |544 249 601 | 7 131
l-I1 + error 37 124 489 176 002 601 353 066
+ error A 123 612 [197 563 |575 260 074

J + error 39 122 290 |191 884 570 269 299

H, + error 39 144 383 [182 441 588 098 357 567

Debe notarse que :

1 - ILa suma de cuadrados residual en el modelo 2 es obtenida en base a los
calculos scbre Tratamientos + Error

(180056) 2
150530

702138 - = 249601
2 - La suma de cuadrados ajustada correspordiente a la hipdtesis H3 por ejemplo
es obtenida en base a los cilculos sobre H, + Error
2
570383 - —121884)  _ 569209
122290

despiies, restando la S.C. residual cbteneros :

269299 - 249601 = 19693

3 - La descamposicifn de la higbtesis clchal de la ausencia de efectos de los
factores de los Tratamientos en Hl’ Hz, H 3¢ :"iq son ortogonales al nivel del
modelo (1)
157448 = 57207 + 31140 + 25092 + 43408
esta d&sccrr:‘,_.nsicié’n no es ortegonal al nivel del modelo 2 de covarianza
237192 # 103465 + 10473 = 19638 + 332607 = 466243

4 - Las hipctesis Hi \r %24 son rechazadas
las hipdtesis HZ ¥ I—E3 no scn rechazadas
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TERCERO EJEMPLO @ ESTUDIO DEL CRECIMIENTO DE LA VINA
SEGUN LA PARTE QUE RECIBE EL INJERTO
Y LA SOLUCION NUTRITIVA (1)

Nos referiremos aqui a los resultados de une experiencia sobre el
crecimiento de la vina .

Se trata de estudiar el efecto de los factores cruzados "lugar de
injerto" y "solucién nutritiva" scbre el crecimiento de la vifia midiendo el
tamano en diferentes fechas.

Factor "lugar inje}:tc:” : 4 niveles (4 lugares de injerto con vigores
diferentes)
(i=1,...,4)

Factor "solucifn nutritiva" : 3 niveles (3 soluciones diferentes)

{3 =78, .. ,3)

En cada una de las 12 células del plan de experiencia, 10 individuos
han sido medidos en 29 fechas. hemcs tomado aqui solamente datos referentes a
6 fechas : 15, 49, 70, 88, 105 * 137 dfas notados en la lista por ALT 15, ALT 49,
ALT 70, ALT 88, ALT 105 y ALT 137.

g 3§
83 3 F e SR g i
lredfosoteo - ) Gl ol C e gl e
™ o B = :":
5238 @ 5 5 3 2 3 E
1 1 1 10. 68. 1C0. 120. 136. 158.
11 1 2 12, 89, 127. 159. 178. 202.
1 1 3 [ 80. 135. 170. 199. 238
(1 1 4 16. 101. 163. 200. 2o 257.
N 1 5 23. 109, 165. 201. 220. 237,
1 1 3 19. 106 . 170. 208. 224. 238.
1 Ii 7 26. 108. 159. 184. 204, 228.
1 1 8 20. g = AR 164. 177. 196.
1 1 g V2L, 60C. 4. 129. 159. 196.
1 1 10 28. 114 183. 224 . 258. 293,
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38.
2.
22.
152
40.
46.

18, .

17.
16.
41.

56.
21.
24.
i
28.
14.
24,
15.
“jlE
20.

42.
44.

26.
35,
22.
28,
22,
29.
20,

22.
a1
20.
28.
26.
il
18.
17.
21,
24,

121,
99,
94.
66.

130.

133,
79.

83.
141.

117,
101.
100,
112.
109,

92.
S50
118.
108.

134,
140.
IHIES
110.
138.
LA
110.
104.
112,

27

T
Tk

.

83.
66.
72.
65.
91.

197,
152,
166.
102.
212,
205.
133.
146.
141,
AL

191,
172.
175,
192.
188.
[ s
164,
144,
197,
190.

213,
220.
196,
198.
211,
198,
157 I
177.
180.
1l

100,
118,
e
115,
152720
120.

92.
106.

90.
153,
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246. 277, 314.)
188, 204, 226.
214, 243, 277,
121. 132, 148. .
266, 311. 351.
247. 279. 306.
151. 154, 161.
1751 195. 224,
187. 221. 261.
280. 332. 376.
216, 22]. 246,
214, 245, 285,
225. 2Ll 286. '
238. 265. 304,
234, 265. 301.
144, 149, 129,
204. 228. 247,
175, 205. 236.
237. 256. 281.
248, 295, 339.
259, 282, 306.
270. 306. 341. |
259. 296, 322,
250. 281. S loie
267. =il 351.
250. 281, 308.
210. 238, 268.
223, 249, 276,
AP 258. 291,
222, 258, 291.
110. 119, 131.
144, 164, 187.
132. 151. 174.
143, 167. 184.
163. 186. 214,
133. 144, 159,
105. 108. 112,
124, 144, 161.
109. 1257 142,
209. 244, 25
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14,
18.
35.
24.
1)
16.
1ET
22.
23.
22,

26,
20.
20.
16.
23,

hels
23.

18.
14,

2.
Iz}

- s

el
41.
32.
45,
31,
24,

e
16.
13,
28.
19.
157
19.
252
al.
23.

58.
71.
97.
83.
55.
74.
595
15.
79.
55

80.
62.
69.
65.
a7.
62.
94.
89.
76.
54.

B4,

15
71,

% e

118.

85
112.
100,
109.
112.

=] LN LU WO

D L
s

]

-

1CO.

0,
64.
69.
79,

87.
105.
170.
142.

79,

95.

119:
12335
130.

112.

97.
115.
110.
136.

93.
160.
152.
L7,

63.

119,
[8e8is
121.
174,
186.
103.
180.
L35,
197.
209,

-3
87.
it

11c.

120,

102.
87.

123,

149.

TS,

99.
1275
214.
174.

92,
106.
100.
156.
174,
167.

132.
116.
138.
141.
160.
108.
208.
198.
151.

69.

137.
133.
158.
220.
238,
ihila s
219.
187
245,
268.

154,
59,
82.

125.

151.

126.
92,

157.

I

194,

108.
147.
251,
203.
104,
109.
113.
184,
202.
197.

150,
131.
1575
164.
184.
113.
239.
234,
279.

70.

148.
144.
189.
245,
AT T
1i3.
252
231.
288,
3312.

166.
107.

B6.
130.
174,
146.

92.
185.
190.
224.

117.
171.
283.
231.
117.
110,
129,
212,
2125
230.

170.
150.
182.
187.
206.
113,
273.
268.
209.

70.

159,
157.
220.
274.
37,
113.
263.
258.
320.
342.

179,
1S

86.
132.
198.
150.

92.
216.
203.
248,
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3 1 23. 70. 101. 113. 119, 126. =120~
3 9 22. 78. 128, 164. 192. 218,
3 3 D 97. 153. 198, 223, 249,
3 4 30. 87. 121. 140. 154, 164.
3 5 20. 66. 104. 125, 136, 149,
3 5} 26, 83. 142, 186. 219, 244,
3 7 26. 98. 153. 182, 201. 219,
3 8 16. 74. 124, 165, 202, 238,
3 9 S 102. 166. 216, 248, 283.
3 10 22 57. 118. 154, 181. il
3 1 25. 7. 126. 161. 182. 209,
3 2 15. 77 Ll 156. 176. 202.
3 3 26. 96. 146. 172. 187. 210.
3 4 18. 83. 132. 166. 191. 219.
3 5 5. 110. 189. AL 262, 295.
3 6 14, 58. 96. 116. 11275 150.
3 7! AT 96. 140. 167. 192, 219.
3 8 16. 9. 1Lz 150. TRas 197.
3 9 19. 67. 105. 134, 155. 175.
3 10 26. 100. 142. 179. 211 241.
3 1 36. 106. 153. 175. 188. 205.
3 2 21, 86. 125, 148. 163. 1 i
3 3 26. 96. 159. 187. 211. 234,
3 4 24, 92, 160. 199. 282 249,
3 5 22. 84. e 1 147. 159. 165.
3 6 31. 103. 176. 225, 251. 272,
3 7 26. 97. 143. 1775 186. 198.
3 8 19. 71 134. 163. 191. i1z
3 9 49, 110. 184. 244, 283. 319.
3 10 41. 142, 213. 253, 276. 289,

Lo = Y A A A - W A S

As{ hemos analizado los datos a trav€s del model- de analisis de
varianza multivariable.

VEy IRATLE ey 1171 Sl = , (E) {t)

Yijk = y +oay F 3y + 8 + €43k (1)

con :

E:;i : altura al instante t(t=1,...,6) de la k=Sim@ repeticién de la celda
(1,3) del plan de experiencia (k=1,...,10)

u{t] : media general al instante t

uit] : efecto "medio" al instante t del nivel i del factor "lugar-injerto"
{(i=1,...,4)

f - Gkt

55t] : efecto "medic” al instante t del nivel J del factor "solucidén nutritiva"
[ [o] PR

ei;I : interaccién al instante - entre lugar de injertc i vy solucidn nutritiva ]

S e
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Las variables E:E;;: se consideran :

= independientes de un individuo al otro
- dependientes a nivel del individuo en el tiempo, de matriz de covarianza

el

cov i3k T
;{5] (6,6)
ik

de estructura independiente del individuo (i,j,k)

- normalmente distribuidas.

Hemos efectuado un andlisis de varianza multivariado scbre el conjunto
de 6 medidas de altura para preparar las pruebas multivariadas y el anflisis dis-
criminante que sequirén.

Prueba de hipdtesis : ausencia de interaccidn

Podemos formalizar el problema de la forma siguiente :

e e R |, -, TR
Hﬂ 1 ¥ Elr]}l‘ t ' Elj -=0
= e e
contra Ho : 3 oY e H :ijj 0O

Ia estadfstica utilizada para la prueba es la del valor propio mis
grande de la matriz INTER. En este caso, el valor Propio mis grande no es
significativo {12 = 27.007 con 36 g.d.l.). Se conluye por lo tanto que no hay
efecto de interaccibn 7 .

Los resultados del anilisis son los siguientes :
No de g.d.l. INTER = 6

No de g.d.l. INTRE = 108

MATRIZ INTER CON RESPECTO A LAS VARIABLES REDUCIDRS

1 1.451

2 .850 .600

3 .BO7 .549 . 547

4 .698 .496 <513 .505

5 .562 .438 .434 .465 <443

[ 429 433 L4352 +37 3 .4/3 « Y

--------
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- BUSCUEDA DE LA DIMENSION DL ESTACIC OFE RESESENTACION -122-
Nc de valores proprios = 6
VAL. PROPRIO GeDoEs CHIZ SIGNIFICACION HIPOTESIS
2.245 36 27.007 NS Valor propio N°1
1.366 25 14.370 NS Valor propio y°2
.548 16 6.509 NS Valor Propic neo3
.493 9 3.285 NS Valor propio N°4
.062 4 .382 NS Valor propio N°5
O02. M 1 =B15 NS Valor propio N°
VAL. PROPRIO # G.D.L. INTER G Dl SIIFICACICN
.015 1 .903
. 70 3 .946
2.956 5 .706
3.288 7 .857
8.193 9 .514
13.472 11 .263

Podemos efectuar separadamente un analisis discriminante sobre el
factor "lugar injerto" y scbre el factor "solucicn nutritiva®.

Ll . - = = - ] = - v
Analisis factorial discriminante sobre el factor "Lucar Injerto"

En los resultados del anilisis encontramos un efecto "lugar-injerto”
muy marcado. La estadistica de Tisher correspondiente a la primera variable
condnica es igual a F = { = 17.16 (contra F=12.961 para ALT 70 a ver sobre la

matriz INTER con respecto a las variables reducidas).

' - - . - . "
En la busqueda del esmacic de representacifn se cbtiene por lo tanto
un espacio de dos dimensicnes para cuatro puntos (2 valores propios signifi-

cativos).

: F o, 5
Tratemos de interprezar los dos primeros vectores candnicos(expresados
én la base de variables incidados reducidas INTRA). Para hzacerlo, veamos las
correlaciones en el sentido INTER entre las variables iniciales v las dos

" i (1)
variables canénicas

Ia ler variable esta —u1 - correlacionada positivamente con todas las

variables "altura" - prooorcicna na escala de "viger'.
- =t
(1) Las variables cancnicas zuzder ser llamado canpcrentes principales

discrimira--e.
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La 2da. variable cancnica tiene correlaciocnes positivas pecueRas con
las variables iniciales (la correlacion auarmenta con el tiempo hasta el valor
0.358) . No encontramos una interpretacion clara (note que }, = 6.521 es inferior

2
al mas pequeno F = 8.09 del analisis de varianza para ALT 15).

3
108

No de g.d.l. INTER
No de g.d.l. INTRA

MATRIZ INTER CON VARIABLES REDUCIDAS
1l 2 3 4 = 6

8.095

9.250" © 1133%7

Se32as N2 025 12.961

9.796- .. 11.753 12.784 12,664

9.191 10.926 11.922 11.832 11.069

8.325 9.854 10.876 10,846 10.160 9.385

[~ L - e

= BUSQUEDA DE LA DIMENSION DEL ESPACIO DE REFRESENTACTON
No de valores propios 3

VAL..PROPID DL CHI2 SIGNIFICACION HIPOTESIS
17.159 18 67.177 = Valor Propio no 1
6.521 10 25,861 ey Valor propio No 2
2.901 4 8.215 NS Valor proplio No 2
VAL. PROPIN% G.D.L. INTER 5 iy SIGNIFICACICN
8.703 4 0.0690
19.362 & 0.0033
51.477 B 0. 0000

VECTORES PROPIOSEN LA BASE DE VECTCRES PROPI0S DE W

1 P -
1 .02B6  .3242 0268
B =236 s3071 - = 0983
g = 10 S0 .9576
g = 3176 =.1420 . 1125
B = .3599° . ,1dd6 - - ,1662
6 - .2373 .8429 - ,1794
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VECTORES PROPI10S EN LA BASE INICIAL REDUCIDA

1 . 3
1 .2566 =.1703 1.465
2= 328 =SB OR ] S5
B o Al e S () L e L O
L .7814 9.721 . - 1.078
BT =6 B S s 5 1.494
BRI (R 8.713 - 1.494

CORRELACTIONES ENTRE VARTABLES CANONICAS E INICIALES EN EL SENTIDO INTRA

1 2 3
- 676 .038 - 272
.805 -145 o 4206
- 845 - 328 - .075

- 825 - 391 017
« 769 « 373 -083
- 689 + 429 - 120

O LN de L) B e

CORRELACIONES ENTRE VARIABLES CANONICAS E INICIALES EN EL SENTIDO INTER

1 2 3
1 - 984 079 - 163
i - 988 - 112 —.led
3 - 972 «+ 233 -=.036
4 « 960 - 28C 008
5 - 957 - 286 043
6 « 931 .« 358 067

—_—— © e —— — e e —— i

= le
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Analisis factorial discriminante sobre el factor "solucidn nutritiva"

En el anilisis hay un efecto "solucion nutritiva" muy significativo.
La estadfstica de FISHER correspondiente a la 12 variable candnica es igual
a:F-= l}. = 78.31 (contra F = 28.2221 para ALT 7Q).

Se obtiene un espacio de revresentacidn de 3 puntos en un espacio
de una dimension (1 valor proprio significativo).

Aqui la 12 variable candnica est4 muy correlacionada (negativamente)
con las variables iniciales v da una "escala" de la accidn de las soluciocnes
scbre la altura. Se nota que la solucidn 1 es muv diferente de las soluciones
2'y 3.

I
38

No. de g.d.l. INTER
No. de g.d.l. INTRA

]
8

MATRIZ INTER CON LAS VARIABLES REDUCIDAS

1 2 Z 4 5 6
1 .891
2 3.941 22.474
B 1374RNORTN 8L 2R, 29D
4 4.118 23.705 26.568 25,011
60 3.648 21.366 @ 23.960 22.556 20.362
B 3:563 20,175 23,756, 23364 20,205 20.064

= BUSQUEDA DE LA DIMENSICN DEL ESPACIC DE REPRESENTACTON

No de valores propios= 2

VAL PROPIO G.D.L. CHE 2 SIGNIFICACTION HIPCTESIS
78.316 12 98.619 = Valor propio No 1
2.123 5 4,069 NS Valor propio No 2
VAL PROP!0=%= G.D.L. INTER G.D.L. SIGNIFICACTICN
4,247 5 0.5144
156.633 7 Q-0000

VECTORES ll"RtZiPIEJSz:s:2 LA BASE DE VECTOR=S PROPIOS pE W

1 - .5184 - L1205
2 - .2961 . 38435
3 .5369 .001¢
4 .2145 .5316
B - .2662 . 7008
b - .4882 - ,2521
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VECTORES PROP|O0SEN LA BASE INICIAL REDUCIDA

1 2
1 1.094 - 5.288
2 - .4223 . 2668
3 =-1.738 4.063
4 - 4.487 = 9,870
5 10.48 2.676
6 = 5,218 3.315

CORRELACIONES ENTRE VARIABLES CANOWICAS E INICIALES EN EL SENTIDO INTER

1 2
It ]! —
2 s = e LG
o) (o =y A 35
4 -.565 —. 125
SRR (7] =. 016
6 -. 506 . 064

CORRELACTONES ENTRE VARIABLES CANCNICAS E INICIALFES EN EL SENTIFO INTRA

1 2
1 -. 854 -. 521
2 -.999 -. 054
3 -. 999 -, 037
4 -.-999 -. 037
5 -1.000 -. 005
6 -1.000 . 021




=127-

-

CUARTO EJEMPLO : ANALISIS DEL PORCENTAGE DE PROTEINAS
EN 75 VARIEDADES DE CEBADA CULTIVADOS
EN PARCELAS AL AZAR SOBRE 3 BLOQUES
DE UN DISENO EN BLOQUES COMPLETOS (1)

En este ejemplo se trata principalmente de explicar el porcen-

taje de proteinas en funcién de los factores del plan de experien -
cia( factores:'"variedad"y'"bloque')y de la covariable "rendimiento",
Aqui

la covariable es interna al proceso experimental, es decir,

que no estd determinada antes de la experiencia. AsT el problema

es de estudiar el porcentaje de proteinas condicionalmente al ren
dimiento, Sin dar al condicionamiento un sentido abusivo, diremos
aqui que la covariable sirve Gnicamente para enmendar el plan de
experiengia,

En este caso, la ecuacidn es

Yij=u+vi+ﬁj+axij+£‘ij

3

13 : % proteinas
v : efecto variedad i (i=1,...,25)

il
hj : efecto blogque j (3=1,2,3)
e : covariable rendimiento
a . coeficiente de regresion de la covariable rendimiento.
Otra manera de atacar el problema es utilizar el Analisis de Varianza
Multivariable.
En esta caso las ecuaciones son:
= H o+ +p . + €
L1 AT 1] 1ij
X = H +vy +b + E
ij Z 24 25 2ij
bl
donde vli ’ le - ¥ in 5 hzj son factores variedad y oque

en las dos ecuaciones arriba citadas.
En la exposicidén se encontrara:

lista de datos

andlisis de varianza multivariable

andlisis de covarianza
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Analisis de varianza

CARACTER 1 (RENDIMIENTO)

Fuente de i
VEI.I'.'J.E.Ci&'I 5.C. | S ] o C.M. F
| : i
| VARIEDAD | .144632 x 10° 24 | .6026 x 10° 7.485 ==
| !
| BLOQE [Saan] o 2 169 % 10 .211
| ERROR | .38647 x 10° 48 . 805 x 10°
| ToraL | .183618 x 10° 74
CARARCTER 2 ( PROTEINA)
| |
| Fuente de
[ tntce i s.cC. G.D.L. c.M. F
VARTEDAD 4939 x 10° 24 .2057 x 10t 13.465 %k
BLOOUE 2654 2 1327 868
ERROR 7336 x 10° 48 .1528
TOTAL . 569" 3%-10° 74
MATRIZ DE CDRREIMI&*I INTEE DEL FACTOR Nol
Rendimiento % Proteinas
Rendimiento 1
% Proteinas - Lb93 1

MATRIZ DE CORRELACICN INTER DEL FACTOR No2

Fendimiento

Fendimiento 1
% Proteinas = L9209

MATRIZ DE CORRELACICN INTRA
Rendimiento

Rendimiento 1

i Proteinas - .554

% Proteinas

% Proteinas

MATRIZ DE CORRETACTION INTER GLORAL

Fendimiento
Rendimiento 1
% Proteinas -  .693

% Proteinas




VARTAELES ANALIZADAS Rendimiento : % Proteinas =131-

MEDIA GENERAL .4058 x 1(}2 o Ll 102
MEDIAS DEL FACTOR VARIEDAD
31.23 18.03
39.67 15.88
16 J3i=08 15.80
10 40.63 15.72
19 ; 34.33 15.70
4 37.13 15.68
15 34.33 15.67
1 33.80 15.47
17 25533 15.40
9 42.87 15.20
24 46.73 15.20
8 44.27 15.17
42,33 +3.03
23 43.93 15.00
13 40.53 14.938
B 41.33 14.93
14 43.20 14,78
3 38.90 14.75
18 TR ~4.70
12 45.07 14.52
25 43.53 14.43
21 48.13 i4.37
11 44 .60 14.30
20 38.80 24.07
22 46.53 13.85
MEDIAS DEL FACTOR BLOGUE
3 40.45 15.21
1 4C.41 15.17
2 40.88 15.07
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Aqul los niveles de los factores variedad y bloque son clasifi
cados seqiin valores decrecientes del factor porcentaje de proteinas,
Se puede ver que entre mds grandes son los rendimientos, mid peque-

" " ¥ o
fios son los porcentajes de proteinas., Sin embargo, esta afirmacién
es falsa para algunas variedades. Por consiguiente, se necesita

clasificar las variedades tomando en cuenta conjuntamente las dos

variables,

ANALTSIS DE VARIANZA MULTIVARIABLE SOBRE EL FACTOR VARIEDAD

24
48

No de g.d.l. INTER
No de g.d.l. INTRA

I

MATRIZ INTER CON VARIABLES REDUCIDAS

Rendimiento % Proteinas
Rendimiento 7.4848
% Proteinas - 6.9538 13.4646

- BUSQUEDA DE LA DIMENSION DEL ESPACIO DF RETTESENTACICN

No de VALORES PROPIOS= 2

VAL.. PROPIO  G.D.L. CHI.2 SIGNIFICECICN HIPOTESIS
13.49 48 197.24 == Valor propieo 1
5.52 23 77.49 e Valor propio 2

- CORRELACIONES ENTRE VARIABLES CANONICAS E INICIALES EN EL SENTIDO INTER

Variable cancnica 1 Variable ca.nohica 2
Rendimiento .6b6 . 745
% Proteinas - .999 - 035

En este andlisis multivariable, se tiene un efecto variedad

=38s grande que en el andlisis univariado. La estadistica de FIS-

HER correspondiente a la primera variable candnica es fqual a
13,49 contra 13,46 en el an3lisis de la variable porcentaje de pro

teinas en el caso univariado,

llii;-l--l-l
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Asf se obtiene un espacio de representacidn de los 25 puntos
medios de dimensidén 2 ( dos valores propios son significativos).

La primera variable candnica tiene correlacién positivamente
con el rendimiento y negativamente con el porcentaje de proteil -

nas, La segunda variable candnica tiene correlacidn lnicamente
con el rendimiento.

No es importante aqui dar una significacién a las variables
candnicas. M3s importante es ver cdmo estan representadas las

varlables en el espacio candnico, ( grafico 1).

Variable
canonica 2
ol :-t_
A Pl 3 o
gt Ll 1]
I R ot
| o]
(3 |
b
& s | . _
.. |
. ~ gy = =
- | ash -
T ey it __.I._._ -t
3 IS =y
j* R
| 13
% Protednas grande 1 a7 =i =
L 2 L:s I'P'J:v:ttid.lpn::'.ﬂn
[ 1 . Rend:miento IﬂiLﬂh
20
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En el grafico anterior parece que la variedad 2 es particular,
Asi hemos hecho otr o analisis sin la variedad 2. Los resultados son :

CARACTER 1 (RENDIMIENTO)

mEH11$1$ s.C. - IGD.L. C.M. F
VARTEDAD | .117332 x 10? 23 | .5101 % 10° 6.1C6 ==
BLOQUE P 3391 % 108 2 .1696 x 10° 0.203
ERROR . 38435 x 10° 46 .8355 x 10t
TOTAL .156106 x 107 71 !

CARACTER 2 (PROTEINMA)

ot Py . | ;
miﬁigi : s.c. DL | C.M. = =
VARTEDAD . 2341 x 10° 23 | .1018x 10 | 6.675 m
BLOGUE Sk b 2 .1862 B
ERROR . 7010 x 10} A P55 i
TOTAL . 3080 x 10° 71

No de g.d.l. INTER = 23

No de g.d.l. INTRA = 46

MATRIZ INTER CON VARIABLES REDUCIDAS

Rendimiento % Proteinas
Fendimiento 6.1065
% Proteinas - 3.8871 6.6746

- BUSQUEDA DE LA DIMENSION DEL ESPACIO DE REPRESENTACTION

No de VALORES PROPRICS = 2

VAL. FROPRIC G.D.L. CHI 2 SIGNIFICACTICN HIPOTESIS
6.702 46 156.96 e Valor proprioc 1
5.581 22 74.62 o Valor proprio 2
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CORFELACTIONES ENTFE VARIAELES CANCONICAS E INICIALES EN EL SENTIDO INTER

Variable candnica 1

Variable cancnica 2

Rendimiento - 0.716
% Proteinas 0.989
- .
“"ariable zanonica -
1 Pretefnas arande
Rerddimiento grande FTH
|
|
B |
- o 1O s
Je "
"6 - e
-1 *14
Tariatie — = :_ L
2arceaca Sl .t 13, 25
|
1
|
154 | 3 158
L . L]
15 ™
> |

i Protefnas grande
Fendimlento peguenic

GRAFIOD 2

Analisis de covarianza secun el modelo

Y. =u+v, +b. +ax,, + e, .
ij 1 ] i] i)

CARACTER (PROTEINA)

0.697
0.143

i Proteinas pequenio
Renci—iento sTande

4 Protefras ocuene
fercimients OO

‘ Egigziigﬁ 5.C: 6.D.E. c.M F
| —— 2
| VARIEDAD .2654 x 10° 24 .11509 10.094 e
| BLQOUE 1516 2 . 0755 0.689
' COVARLABLE 2155 1 . 2186 19.96 ==
1096 '

| ERROR 5149 x 10 47
>
i TOTAL 5699 X 10 74
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MEDIAS DEL FACTOR VARIEDAD

2 17.33
6 15.82
10 15.72
i 15.70
24 15.66
8 15.45
15.43

9 15.37
23 15:25
19 15.23
15 15.20
7 15.17
17 15.01
5 15.01
1S 14.98
14 1+.98
1 14.96
21 14,93
12 14 86
25 14,66
3 14.63
18 14.61
11 14.60
22 14.30
20 13.94
VALOR DEL COEFICIENTE DE RBEGRESION a = - 0.07522

Si se comparan las clasificaciones de las variedades en los
tres andlisis, vemos que las clasificaciones obtenidas en el and
lisis de varianza multivariable ( en proyeccién sobre el primer
eje candnico) y en el andlisis de covarianza scn idénticos pero
diferentes de la calsificacidn obtenida en el andlisis de varian
za ynivariable.

El anSlisis de varianza multivariable es el mas rico porque
la clasificacidn obtenida es en el planc de las variables candni

cas v diferentes partes del plano pueden ser identificadas,




